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Introduction

Introduction

Les probabilités sont une branche essentielle des mathématiques, avec des applications dans de
nombreux domaines tels que la physique, I'ingénierie, 1'économie, et bien d'autres. Ce polycopié
est destiné aux étudiants de deuxieme année des classes préparatoires économie et sciences de
gestion et vise a fournir une compréhension approfondie des concepts fondamentaux des
probabilités. La maitrise de ces notions est cruciale pour la réussite académique et
professionnelle future.

Ce cours est structuré autour de quatre chapitres principaux, chacun traitant d'un aspect clé des
probabilités : les variables aléatoires discretes, les variables aléatoires continues, les vecteurs
discrets et les vecteurs continus. Chaque chapitre abordera les définitions, les concepts
fondamentaux, et les théorémes importants, avec un accent particulier sur les applications
pratiques et les méthodes de résolution des problémes.

Le premier chapitre est consacré aux variables al€atoires discreétes. Vous découvrirez les
fonctions de probabilité et de distribution, ainsi que les concepts d'espérance et de variance.
Nous examinerons également les lois usuelles telles que la loi binomiale, la loi géométrique et
la loi de Poisson, indispensables pour comprendre les phénomeénes discrets.

Le deuxiéme chapitre se concentre sur les variables aléatoires continues. Nous étudierons les
densités de probabilité, les fonctions de répartition et les moments. Les lois continues usuelles,
comme la loi normale, la loi exponentielle et la loi uniforme, seront analysées en détail. Ces
notions sont essentielles pour modéliser et analyser des phénomeénes continus dans divers
contextes.

Le troisieme chapitre aborde les vecteurs discrets, c'est-a-dire les couples de variables aléatoires
discretes. Vous apprendrez a travailler avec les fonctions de distribution conjointe et marginale,
ainsi qu'avec les concepts de covariance, de corrélation et d'indépendance. Ces notions vous
permettront de comprendre les relations entre plusieurs variables aléatoires discretes et
d'analyser des phénomenes complexes.

Le quatriéme chapitre se concentre sur les vecteurs continus, c'est-a-dire les couples de
variables aléatoires continues. Nous explorerons les fonctions de densité conjointe, les
distributions marginales, et les concepts de covariance et de corrélation dans le contexte
continu. Ce chapitre permettra de généraliser les notions vues précédemment et de les appliquer
a des variables continues.

A travers ce polycopié, vous développerez des compétences en raisonnement logique et
analytique, indispensables pour aborder les problémes probabilistes. Des exercices et des
exemples pratiques vous aideront a renforcer votre compréhension et a appliquer les théories
probabilistes a des situations concretes.

Malgré toute 1’attention prétée a la réalisation de ce polycopié, il peut contenir des omissions
ou des erreurs. Pour toute remarque ou commentaire concernant le manuscrit, merci de
contacter I’auteur a I’adresse €lectronique suivante : kzerfaoui@esgen.edu.dz
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Chapitre 1 : Variables aléatoires discrétes

Chapitre 1
Variables aléatoires discreétes

1 Définitions et généralités

1.1 Espaces probabilisés

Nous allons ici acquérir des compétences pour représenter des expériences aléatoires comme le
lancer d'une piéce de monnaie, le tirage de boules dans une urne ou le mélange d'un paquet de
cartes. Les résultats de ces expériences, par définition, sont incertains et peuvent changer d'une
expérience a l'autre, ce qui ne semble pas trés compatible avec le langage mathématique auquel
on est habitué. Il sera donc nécessaire de faire quelques efforts pour obtenir une description
précise. Avant de continuer, vous pouvez vous interroger sur l'utilisation que vous auriez faite
des objets mathématiques que vous connaissez (ensembles, fonctions,...) pour représenter
mathématiquement le hasard, dont nous avons tous une conception intuitive. La théorie
présentée ci-dessous vous apparaitra encore plus raffinée !

L'espace probabilisé est 1'élément essentiel qui permet de rédiger correctement une expérience
aléatoire. Trois éléments le composent : un univers £, une tribu F et une mesure de
probabilité P (parfois appelée simplement probabilit¢). Maintenant, nous allons consacrer un
peu de temps a chacune de ces notions.

1.2 Univers

Afin de décrire une expérience aléatoire, il est nécessaire de commencer par définir les résultats
potentiels. Tous ces résultats sont connus sous le nom d'univers et seront notés .

La taille de cet ensemble ne sera pas limitée : il pourra étre fini, infini dénombrable ou infini
non-dénombrable. Il convient de souligner que la sélection de l'univers n'est pas unique : il
existe différentes manicres raisonnables de décrire les choses. Voici quelques exemples :

e Lancerdundé:Q={I1,2,3,4,5,6}.

e Deux lancers de dé successifs : Q= {1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}.
e Lancer d’une pi¢ce de monnaie : Q = {Pile, Face}.

1.3 Tribus

Notre expérience aléatoire va produire un résultat o € €, et nous allons chercher a savoir si ce
résultat est tombé dans telle ou telle partie A € € de notre univers. Une fois I’'univers Q spécifié,
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notre tache suivante consiste a dresser une liste de tous les événements A S € qui seront
susceptibles de nous intéresser. L’ensemble de ces "événements sera appelé tribu, et noté F.
Une tribu F est donc une collection ou encore une famille de parties de Q.

Onadonc F c P (Q).

Afin de définir une tribu, il sera nécessaire de respecter certaines régles de stabilité.

1.3.1 Définition Soit  un ensemble et F une partie de Q.
On dit que F est une tribu (¢ — algébre) sur Q si :

1- Q eF
2-VAEF, AeF (Complémentaire)
3- V(A)is1, Ui21A; € F  (Union dénombrable)

Remarque 1.3.1 On rappelle qu’un ensemble dénombrable est un ensemble qui est en bijection
avec une partie de N (ou, de fagon équivalente, on peut aussi de définir un ensemble
dénombrable comme un ensemble qui peut étre injecté dans N). On notera donc que dans ce
cours un ensemble d’dénombrable peut étre fini ou dénombrable infini.

Exemple 1.3.1
F={0,A,A4,9}, AetA c Q
F est-elle une tribu ?

1- La 1° condition est vérifiée.
2- 0=Q € F, A=CA€F , A= A€ F (2°™¢ Condition est vérifiée)
3- PUAUAUQ=Q€ F

Les 3 conditions sont vérifiées on conclut que F est une Tribu.
Exemple 1.3.2
Si F={0,A Q}onremarqueque (A=A ¢ F
Donc F n’est pas une Tribu.
Remarque 1.3.2 F = P(Q) est la plus grande tribu sur ()

1.3.2 Définition Soit(Q,F,P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire
réelle (v.a.r) toute application
X:Q—R

w— X(w)
Vérifiant: Vx € R, X 1(]—o0,x]) € F
Tel que : X 1(]—o0,x]) = {w € Q: X(w) € |—00,x]} = {w € Q: X(W) < x}
Exemple 1.3.3

On lance une piece de monnaie deux fois et on observe le nombre de faces obtenues :
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X : désigne le nombre de faces obtenues

1- Déterminer Q et les valeurs prise par X .
2- Montrer que X est une variable aléatoire réelle sur Q muni de la tribu F = P(Q)

Solution

1- Q={PP,PF,FP,FF}

w PP PF FP FF

X(w) 0 1 1 2

Donc: X(Q)={0,1,2}.

Vx ER: X 1(]-o0,x]) ={w € &: X(w) < x} € P(Q)
1¥Cas: x < 0: X 1(]—o0,x]) = 0 € P(Q)
2meCas: 0 < x < 1: X"1(J—o0,x]) = {w € Q: X(w) = 0} = {PP} € P(Q)
3¥meCas:1<x<2: X 1(]—,x]) = {PP,PF,FP} € P(Q)
4tme Cas: x > 2: X 1(]—o0,x]) = Q € P(Q)
Conclusion : X est une variable aléatoire réelle sur (Q, F)

Remarque 1.3.3 En général on note I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X,
par X(Q) et on I’appelle le support de X

1.4 Loi de Probabilité

1.4.1 Définition On appelle loi de probabilité de X, I’application Px: X(Q) — [0, 1]
Définie par :
Vx €X(Q):Py(x) =PX =x) =PX 1(x))

P(X 1(x)) = P{lw € 2: X(w) = x}

1.4.2 Définition Soit X une variable aléatoire réelle de support () . Si X(Q) est un
sous ensemble dénombrable de R, X est alors appelé variable aléatoire discrete.

Exemple 1.4.1 Reprenons 1’exemple précédent il est clair que le support de X est X(Q) =
{0,1,2}, donc X est une variable aléatoire discréte.
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1.4.3 Proposition Si X etY sont deux variables aléatoires réelles discrétes sur
(Q,F), alors :

a- Pour tous réels a, b : aX + bY est une variable aléatoire discréte,
b- X.Y est une variable aléatoire discréte,
c- sup(X,Y) et inf(X,Y) est une variable aléatoire discréte.

1.4.4 Définition Une fonction indicatrice est une fonction paramétrée par un sous
ensemble de nombres réels, disons A, et qui ne peut prendre que deux valeurs :
la valeur 1 si la variable de la fonction est élément de A,et la valeur O sinon.

Notation

V A C R fixe,on définit la fonction :
1,: R — {0,1}

1sixeA
X0 1400 = 1xen = six ¢ A

Noterque: 1w +00) =1, VXER

Exemple 1.4.2 On consideére

( 0 Si x< -1
[ x+1 ,
Flx) = 2 si—1<x<3
|
k 1 si x=3
x+1
flx) = Li1exe3y(X) + Lp33(%)

4
Propriétés
o Tye(x)=1-1,(x)

o Iunp(x) = 14(x).15(x)
o 1,up(x) = 1,4(x) + 15(x) — 14np(x)

1.5 Fonction de répartition

1.5.1 Définition Soit X une v.a. sur (Q,F, P).
On appelle fonction de répartition de X, la fonction Fy: R — [0,1] définit par :

Ve R, Fy(x)=PX<x) = Z P(X = k)

k=—c0
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Exemple :
X -3 -2 0 1
P(X =x) 0.4 0.3 0.2 0.1

1*Cas: x < —3: Fy(x) =0

2meCas: —3<x<-2: Fx(x)=PX=-3)=04

I3meCas: —2<x<0: Fy(x) =PX=-3)+P(X=-2)=0.7
4meCas:0<x<L:Fy(x) =PX=-3)+PX=-2)+P(X=0)=09
SmeCas:x>1:Fy(x) =PX=-3)+PX=-2)+PX=0+PX=1=1
Et on écrit :

(0 Si x < -3
04 si—3<x<-2
Fy(x) =407 si —2<x<0
0.9 si 0<x<1
kl Si x=>1

1.6 Propriétés de la fonction de répartition

1- Fy(x)estcroissantesur R = {vx,y € R: x <y = Fy(x) < F,(x)}
2- Fy(x) est continue a droite en tout point de R et admet une limite a gauche.

Va € R, lim Fy(x) = Fx(a)
x—at

3- lim Fx(x) =0 et lim Fy(x) =1
X—>—00

xX—+co

1.7 Probabilité attachée a un intervalle

Soit X une v .a. et Fx(x) sa fonction de répartition.
Va,be Ra<b,ona:
o P(a <x S b) == Fx(b) - FX(a)
. P(a S x < b) = Fx(b_) - Fx(a_) , Fx(a_) = llm_ Fx(x).
x—a

.P(a<x<b)=Fx(b")—Fx(a).
.P(a <x<b)=Fs(b)—Fx(a).
.P(X=a)=Fy(a)—Fx(a™) .PX<a)=PX<a)—PX=a)=Fx(a™)
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PX>a)=1-PX <a)=1-Fx(a)

Exemple 1.7.1 Soit X une v.a. de fonction de répartition

0 si x<0
1 x ]
Fx(x) = §+§ si<x<1
1 six=>1

Caleuler : P (3 < X <3),P(0< X <5),P(x>3),P(x = 0)
Solution :

 Plxs)=F()-F()=1- (L)

e PO<X<5)=F()-F0)=1- §

c P(r>)=1-p(r=)=1-F()=1-(+35) =5

« PX=0)=F(0)-F(0)=3:-0=1

1.7.1 Définition Une v.a. X est dite discréte si I’ensemble X(Q) est dénombrable fini ou
infini, et sa fonction de répartition est une fonction en escalier.
Grace a la fonction de répartition on peut déterminer la loi de X.

P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™) siFyestcontinueena,alorsP(X =a) =0

1.8 Loi d’une variable aléatoire discréte

1.8.1 Définition On appelle loi de probabilité la fonction p(x) telle que :

C(P(X =x) ,x € X(Q)
p(x) _{ 0 , sinon

Cette fonction de probabilité jouit des propriétés suivantes :

p(x) =0 , VxeR

Zn:P(xi) =1

Exemple 1.8.1 Soit X la variable aléatoire discréte de loi de probabilité donnée par le tableau
suivant

X 0 1 2

P(X = x) 1/4 2/4 1/4
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Alors la fonction de répartition de X est

0 si x<0
(1

- si0<x<1
R = |

—sil<x<?2

|k4 si b

1 si x =2

w

Et si on veut déterminer la loi de X a partir de la fonction de répartition on a

X(Q) ={0,1,2}

1 1
P(X=0)=F0)—F0)=>-0=-
4 4
P(X=1)=F(1)— F(1-) = > — 2 _ 2
e T4 4 1
3 1
PX=2)=FQ)-F2)=1->==
44
Courbe de F(x)
1-
0.8
0.6
04 -
[}_'3‘.
—4 _7 0 3 4

1.9 Moment d’ordre, Espérance mathématique et
Variance d’une variable aléatoire discrete
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1.9.1 Définition Soit X une v.a. discréte, on dit que X admet un moment d’ordre k
(ke N)si:
Yxex(@) X- P(X = x) est absolument convergente

Etona: E(X") = Yyex@ x*.P(X = x)
Si k = 1, on obtient la moyenne ou I’Esperance de X .
e La variance de la variable aléatoire X est le moment d’ordre 2 de la variable aléatoire

(x — E(X))

VOO = E(X - ECQO) = ) (x=E0)'P(X =) = EX?) - [EQOP
x€X(Q)

e Laquantitt a(X) =,/V(X) estappelée I’écart quadratique moyen ou I’écart
type de la variable aléatoire X.

1.10 Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire discréte ne prenant que des valeurs entiéres positives ou nulles
X(Q) cN)

1.10.1 Définition On appelle fonction génératrice des probabilités de X la fonction Gy (t)
définie par :

Gx() =E(tX) =Y0 ot"PX=k)=P(X=0)+tP(X=1) + ... ,t€[-1,1]
Propriétés
1- Gx(0) =P(X =0)
2- Gy(1) =1
G(k)(O)
3- PX=k)=-—, Vk20

4- Si E(X*) existe alors :

Gg(k)(l) =EXX-1)(X—2)..........(X — k + 1)) appelé moment factoriel d’ordre k de X
En particulier :
6 (1) = E(X)

6P (1) = E(X(X-1)) = E(X?) — E(X) = E(X?) = 6P (1) + EX)
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1.11 Fonction géneratrice des moments

Le calcul des moments d’ordre k d’une variable aléatoire X est une tache qui peut rapidement
devenir laborieuse. Cependant il existe une maniére permettant de les obtenir tous a partir d’une
unique fonction, appelée fonction génératrice des moments My (t), donnée par :

My (£) = E(etX) = Z e*P(X = x)
xX€EX(Q)

Le moment d’ordre n de la variable aléatoire X est donnée par :E(X™) = M }((n) (0)
M)((n) (0): est la dérivée d'ordre n de My
Exemple : Déterminer la fonction génératrice de la variable aléatoire X lorsque :

1- X suit la loi de Bernoulli de paramétre p.
2- X suitlaloi B(n,p).

Solution
1- X~ B(p), PX=0)=1-p=q , PX=1=p
Me() =E(™) = ) e"P(X=x)=e%.q+e".p=q+pe!
XEX(Q)
2- X ~B(np) PX =x)=Cip*1—-p)"*

n

Me() =E@™) = ) e"P(X=x)= ) e Cip*(1-p)"
xXEX(Q) x=0

= Yo pFet® CE(1— p)"F = i, CX (pe!)* (1 — p)™* (Bindme de Newton)

= (pe" + )"

1.12 Quelques lois usuelles discretes

1.12.1 Loi Uniforme : On dit qu’une v.a. X suit une loi uniforme discréte lorsqu’elle
prend ces valeurs dans {1,...,mn} avec des probabilités identiques
(équiprobables). Elle doivent étre égales a % .

n+1

Ex)="2 | ven =12
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Exemple

Le jet d’un dé a 6 faces suit une loi uniforme dont la loi de probabilité est la suivante :

X 1 2 3 4 5 6

P(X=x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

EX)=23=35

62-1
e V(X) = - - 2,61

1.12.2 Loi de Bernoulli Une v.a. X suit une loi de Bernoulli, lorsque
I’expérience ne possede que deux résultats possibles de types « succes ou
échec » « vraie ou faux » « pile ou face », etc....

Le succes est représenté par I’événement {X = 1} et {X = 0} correspond a un échec.

X)) ={0,1}
PX=0)=1-p=q , PX=1)=p ,p+q=1
X~B(p) ., pel01]
EX)=p etV(X)=p(1-p) =pq

Exemple On lance un dé une fois

Et on écrit :

p : la probabilité de tomber sur le chiffre 6
1 — p : la probabilité de tomber sur un autre chiffre.

X ~ B(1/6) |
X(Q) ={0,1}

PX=0)=1-1/6=5/6 , PX=1=1/6

E(X) = P(X=x)=0.2+12=2
B WP =0 =0+15=%
x€X(Q)

5 1 1
EXZ = 2 = = 2_— 2._:_
X9 x“P(X =x) 06+16 c
x€X(Q)
V(X) = E(X?) — (EX)) =2 -2 =2=1/6 5/6=p.q
6 36 36

1.12.3 Loi Binomiale La loi binomiale est la loi d’une v.a. représentant une série
d’épreuve de Bernoulli, possédant les propriétés suivantes :
. Chaque expérience possede 2 résultats (succes, échec).

. Les expériences répétées sont identiques et indépendantes (tirages successifs avec remise).
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. X : désigne le nombre de succes dans une suite de n épreuves.
Et on écrit :

X ~B(n,p) ,

P(X = k) = Ckpk(1 —p)nk k=0,.... n
EX)=np , V(X)) =np(l—-p)=npq

Exemple On lance une piéce de monnaie 10 fois.
X : nombre de piles obtenus au cours des 10 lancers.

-Calculer La probabilité d’obtenir exactement 3 piles.

n=10,p=1/2;

X ~ B(10,1/2)
X(Q) =40, ....., 10}

P(X=k)= C{(O(l/z)k(l/z)lo_k

P =3)=Cih(1/) (1y)" =0117

10.1 5
EX)=5=——, V(X) ===25
2 2

1.12.4 Loi Géométrique : Supposons que 1’on répéte une épreuve de Bernoulli et
que I’on s’intéresse au nombre X de fois qu’il faut répéter cette épreuve pour
obtenir le premier succes si ces répétitions sont indépendantes (tirages avec
remise) et ont la méme probabilité p de réussite, alors on dit que X suit la loi
Géométrique de parameétre p .

Et on écrit :
X ~G(p) ,
X@Q)={1,2...}=N"
P(X = k) = pqg*1, k=N, EX)== ,viD=1  Fx)=1-¢*

P P
Pouquoi F(x)=1-qg* ?
X

Flx) =P(X <x) = z P(sz)zzqu—lzg g~ =
k=1

k=—o00 k=1
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Zn qk=q.1_qn
k=1 1-g¢q

p 1-q*

=—q

q 1-—gq

Exemple on dispose d’un trousseau de 5 clés identiques. Dans I’obscurité on essaie d’ouvrir
une serrure sans porter attention a chaque clé essayée. Sachant qu’une seule convient .quelle

est la probabilité d’utiliser la bonne clé au 10°™ essai

=1-¢qg% p+q=1

XMG(%) X@)={1,...} =N,

P(X=k) = % (4/5)k1

P(X = 10) = =.(4/5)107% = 2. (4/5)°= 0,026

1.12.5 Loi Hypergéométrique Soit une urne qui contient N boules dont Nysont
blanches et N, noires. On tire n boules sans remise. (n < N)
X: Nombre de boules blanches obtenues parmi les n.

On pose p = % (Probabilité d’avoir une boule blanche)
X(Q) = {max(0,n — N,) ,min(n, N;) }

Etonnote : X ~» H(N,n,p)

Cck CRk
PX=k)=—"2"— , VkeX()
N
N-—n
E(X)=np etV(X) = ol v

Exemple Une machine a fabriqué 500 articles dont 5 sont défectueux. On tire au hasard 20
articles.

On supposera que le tirage est successif et sans remise.

1- Déterminer la moyenne et la variance du nombre de piéces défectueuses.
2- Quelle est la probabilité qu’aucun de ces 20 articles ne soit défectucux.
3- Répondez a la 2°™ question si les tirages se font avec remise.

Solution
X: Nombre d’articles défectueux obtenues parmi les 20.

1-




Chapitre 1 : Variables aléatoires discrétes

5
N =500, N; =5, N, =495 n=20, p=c

X)) ={01,...,5} = {max(0,n — N, = 0) ,min(n,N;) =5}
X ~ H(N,n,p) = H(500,20,5/500)

k 20—k
5 C4-95

PX=k)= —65280

5
E(X) =np = 20% =0,2

N-n_ 500—20_ 5 495

X) = = 20. . =
VX =npay— 299 2%500°500

0,19

COCZO—O CZO
2- P(X=0)="5 =255 — 0,81

500 500
3- Si les tirages se font avec remise ;

5
X~ B (20, %), X(Q) ={0,1,2,3, ... ....,20}

5 0 5 20
0
P(X =0) = C, (m) (1 _ W) — 0,81

1.12.6 Loi de Poisson (Loi des événements rares)

La loi de Poisson est utilisée pour modéliser le nombre de réalisations d’un évenement dans un
intervalle de temps. On peut donner comme exemple :

- Nombre d’accidents mortels / semaines.
- Nombre de bactéries dans un échantillon d’eau.

- Nombre d’erreur par page dans un livre.

Etonnote: X ~» P(1), A>0, X(Q) =N
e )k

k!
EX)=VX)= 2

P(X =k) = , k€N

Exemple
En moyenne chaque année, 2 accidents de travail sont observés au sein de I’école.

Quelle est la probabilité que pendant 1 année quelconque il y’ait 5 accidents.
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Question : Pourquoi on pense a la loi de Poisson !
- Nombre moyen de réalisation des événements en une unité de temps est le méme.

- Nombre d’événements dans une unité¢ de temps sont indépendants les uns des autres (ie cette
année on a 5 accidents, I’année prochaine y’aura 3, donc il n’Ya pas de lien entre les unités de
temps)

- Probabilité qu’un événement se réalise durant un petit intervalle = 0 (ie le nombre d’accidents
en 1 semaine est quasiment NUL)

Solution
-295
5!

Exemple Dans un Fast Food 2 clients/ 3 minutes arrivent dans le magasin.

e
X~ P(2), PX=5)= = 0.036

Quelle est la probabilité que 3 clients au plus arrivent en 9 minutes.
Solution :

1- 3mn — 2

Il
o
Il
N

9mn — ? Xz?
e—66k

k!
X ~ P(6), PX<3)=PX=0))+PX=1)+PX=2)+P(X =3)=0.151

P(X=k)=

1.13 Approximation d’une loi Binomiale par une de
Poisson

Proposition 1.13.1 Si X ~ B(n,p) et sous les conditions que n assez grand (i.e. n — o0) et
passez petit (i.e. p — 0) on peut approximer la loi de X par la loi de Poisson
de paramétre np et on note B(n,p) = P(np)

Remarque 1.13.1 Dans la pratique on peut approximer la loi Binomiale B(n, p) telle que
n=>30etp < 0.1 par laloi de Poisson de paramétre np.

1.14 Approximation d’une loi Hypergéométrique par
une loi Binomiale
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Proposition 1.14.1 Si X ~ H(N,n, p) et sous les conditions que N > 30 et % < 0,1 on peut

approximer la loi de X par la loi de X par la loi Binomiale B(n, p).
et on note B(n,p) = H(N,n,p)

H(N,Tl,p) —n>B(Tl,p)

~30etp 0tetnpets | CWP)
N230 et <01 nz30etp <0.let nps<

1.15 Exercices

1.15.1 Exercice Soit (,P(Q), P) un espace probabilisé, soit A1,4,,43 un systéme
complet d’éveénements de Q avec P(44) =0.3, P(4;) = 0.5, P(43) = a .on pose
X(w) =51, (w)+3.1,,w) +1,,(w), we Q

1- Déterminer a.

2- Déterminer la loi de X.

3- Calculer E(X) et V(X).

4- Déterminer la fonction de répartition de X.

5- Calculer P(-9 < X <9),P(X = 6),,P[Xx1(]-8,6])], P[X~1(]5,8))],P(X = 5).

1.15.2 Exercice Soit F une fonction définie comme suit :

r 0 si x <0
— si 0<x<1
— sil<x<2
F(x) =<
— si 2<x<3
— si3<x<5

\1 si x=5

1- F est-elle une fonction de répartition, si oui la variable associée est-elle discréte.
Justifier.
2- Si X est la variable aléatoire ayant F comme fonction de répartition :
a)  Donner les valeurs prise par X
b)  Trouver la fonction de masse de X ;
c)  Calculer les probabilités suivantes :P(—1 < X < 4),
P(X=>1/2),P(X>1).
3- Y est une variable aléatoire définie comme suit : Y = 2X% + 1
a) Lavariable Y est-elle discrete ? justifier.
b) Déterminer la loi de Y.
c) Déterminer la fonction de répartition de Y.
d) Calculer ce qui suit: Fy(3,5), Fy(1,2), Fy(—=1) et P(2 < Y < 15).
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1.15.3 Exercice Un restaurant posséde 50 places. La probabilité pour qu’une
personne ayant réservé, ne vienne pas est de 20%. Un jour le patron a pris 52
réservations. Quelle est la probabilité pour qu’il se trouve dans une situation
embarrassante ?

1.15.4 Exercice Une machine a fabriqué 500 articles dont 5 sont défectueux. On tire
au hasard 20 articles. On supposera le tirage successivement avec puis sans
remise.

1- Déterminer la moyenne et la variance du nombre de pieces défectueuses.
2- Quelle est la probabilité qu’aucun de ces 20 articles ne soit défectueux.

1.15.5 Exercice On tire 3 boules d’une urne contenant 3 blanches, 3 rouges et 5
noires. Supposons que 1’on regoive 1 DA pour chaque boule blanche tirée et que
I’on doive au contraire payer 1 DA pour toute boule rouge tirée et 0 DA pour
toute boule noire.
X : désigne le bénéfice net laissé par le tirage.

1- Donner la loi de probabilité de X.
2- Calculer le bénéfice moyen et V(X).
3- Soit la variable aléatoire Y=X2. Calculer E(Y) de deux manieres.

1.15.6 Exercice Un épicier recoit un lot de pommes dont 25% sont défectueuse. Il
charge un employé de préparer des emballages de 5 pommes chacun. Celui-ci,
négligent, ne se donne pas la peine de jeter les fruits défectueux . Chaque client
qui trouve, dans ’emballage qu’il achéte , 2 fruits ou plus qui sont défectueuses,
revient au magasin se plaindre.

1- Soit X : le nombre de pommes défectueuses dans un emballage .Déterminer la loi de X ?
2- Quelle est la probabilité pour qu’un client donné se plaigne auprés de son épicier ?

1.15.7 Exercice Une usine fabrique des sacs de sucre de poids d’un kilo. Une étude
a montré que la probabilité qu’un sac ait une masse inférieure a 1 kilo est de 0.2.
On préleve au hasard 20 sacs, avec remise et avec indépendance.

Soit X : la variable aléatoire qui associe le nombre de sac dont la masse est inférieure a 1 Kilo.

1- Déterminer la loi de X. son espérance et sa variance.

2- Calculer la probabilité qu’il y ait entre 5 et 7 sacs de masse inférieure a 1 kilo.

3- Combien de sacs faudrait-il prélever pour que la probabilité qu’il y ait au moins
un sac dont la masse est inférieure a 1 kg soit d’au moins 99.5 %

1.15.8 Exercice Une société fabrique des microprocesseurs destinés aux producteurs
de micro-ordinateur. La norme imposée par les clients est de 2 pieces
défectueuses par 500. Le controle de cette société préleve 1000 pieces d’une
série achevée. Calculer (de 2 manicres) la probabilité que le nombre de pieces
défectueuses soit :

a- Nul
b- Au plus égal a 3
c- Supérieur a4
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1.15.9 Exercice Un étudiant change de téléphone portable tous les ans, le jour de
son anniversaire.il conserve toujours un téléphone une année enticre.si le
téléphone tombe en panne dans I’année, il le fait réparer et change tout de méme
de téléphone a la date prévue. On suppose que la probabilité qu’un téléphone
portable tombe en panne dans 1’année est p. On suppose aussi qu’un téléphone
ne peut pas subir plus d’une panne dans son année de possession par 1’étudiant.

On note X la variable aléatoire « nombre de téléphones tombés en panne dans les 10
premicres années »

1- Quelle loi suit la variable aléatoire X.
2- Donner la probabilité que I’é¢tudiant ait 5 pannes de portables sur 10 premiéres années.
3- Donner I’espérance et la variance de X.

On suppose qu’un nouveau téléphone portable coute 10.000 DA. Lors de 1’achat, 1’étudiant
peut I’assurer pour 1.000 DA auquel cas le portable sera réparé gratuitement (pendant 1
an).si le portable n’est pas assur¢, le cout d’une réparation est de 5.000 DA.

On note Y la variable aléatoire « montant dépensé¢ par 1’é¢tudiant en téléphonie s’il ne
s’assure jamais sur les 10 premicres années »

On compte donc Y la variable aléatoire le prix d’achat des téléphones ainsi que les
réparations éventuelles.

4- Exprimer Y en fonction de X. Donner Y (Q) et laloi de Y.

5- Combien dépensera 1’étudiant en téléphonie les 10 premiéres années s’il assure tous ses
téléphones ?

6- Pour quelles valeurs de p est-il préférable d’assurer ses téléphones ?

On s’intéresse maintenant a la premiere panne de téléphone que connait 1’étudiant.

On note Z la variable aléatoire donnant 1’année pendant laquelle 1’étudiant subit sa premicre
panne, en numérotant les années a partir del pour 1’achat du premier téléphone.

7- Quelle loi suit la variable aléatoire Z.
8- Donner la probabilité que la premiére panne que connait 1’étudiant soit sur son 3°Mm
portable.

1.15.10 Exercice Soit X une v.a. discréte a valeurs dans N de fonction
génératrice Gyx(t) = %(1 +t)?

En utilisant G (t) , déterminer E(X), E(X%)et V (X)

Déterminer la loi de Probabilité de X.

1
2

1.16 Solution des exercices

Solution de I’exercice 1.15.1 P(A;) =0.3, P(4;) =05, P(43) =«a
X(w) = 51,,(w) +3.1,,(w) + 1,5, (w)
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1- Nousavons:P(A;)+P(A,)+P(A3) =1=P(43)=1-08=02= «a

2- X(w) = {1,3,5}

P(X=1)=PX (1)) = P{w € &: X(w) = 1} = P(43) = 0.2
P(X =3)=P(X"1(3)) = P{w € &: X(w) = 3} = P(4,) = 0.5
P(X =5) = P(X~1(5)) = P{w € Q: X(w) = 5} = P(4,) = 0.3

x 1 3 5
P(X = x) 0.2 0.5 0.3
3-
EX) = xP(X =x)=1.02+3.05+5.03=32
XEX(Q)
E(X?) = x*P(X =x) =12.0,2+ 320,54+ 5%.0,3 = 12,2
xeX(Q)
V(X)) = E(X?) — (E(X))2 =12.2-10.24 = 1.96
4-
0 si x<1
ORI
1 si xX=5
x 1 3 5
P(X =x) 0.2 0.5 0.3

1- P((9<X<9 =F(09)—F(-9)=1-0=1.
P(X=6)=F(6)—F(6)=1—-1=0.

P(X =5) = 0.3

P[X~1(]-8,6])] =P{w € 2: -8 < X(w) <6} =P(-8<X<6) =

= F(6) — F(—8) = 1.
P[X7*(158D]=P(5<X<8)=F@B)—-F(B)=1-1=0.
P(X25)= P(X=5) = 03.

Solution de P’exercice 1.15.2
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(0 si x<0

—_ 7 < 1
18 si 0<x<

10
18
13
18
16
18
\1 si x=>5

sil1l<x<?2

A

si 2<x<3

si 3<x<5

Graphe de F :

0.8

-5 (o] s 10

1- D’apres le graphe F est une fonction de répartition car :
a_

F est croissante
F est continue a droite en tout point de R

lim Fy(x) =0 et lim Fy(x) =1
X—>—00 X—+00

F est une fonction de répartition discrete car elle est en escalier ( voir le Graphe)

X(Q) ={0,1,2,3,5}

b- Laloide X:
P(X = a) = Fx(a) — Fx(a™)

x 0 1 2 3 5
P(X =x) 2/18 8/18 3/18 3/18 2/18
C_

P(-1<X <4) =F,/(4) 1:(1)—16 o—16

TX X 18 " 18

=PX=0)+PX=1)+P(X=2)+PX =3)
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px=d)-1-p(x<D)-1-r(} )-1-2-1
=2) 2] 2 ) 18 18

=1-P(X=0)
=PX=1)+PX=2)+P(X=3)+P(X =5)

X)) ={0,1,2,3,5}

2- Y=2X*+1

a- Y(Q)=1{13,919,51}

b 0 1 2 3 5

y 1 3 9 19 51

Y est une v.a. discréte car Y (Q) est fini.
b-
X 0 1 2 3 5
y 1 3 9 19 51
PY=y) |218 8/18 3/18 3/18 2/18

c- La fonction de répartitionde Y :
( 0 si y<l1

2
1<

18 st <y<3

10 g 3<y<9

— Si <y

FY(J’)=<%§

18 si 9<y<19

16 1 19 <y <51

18 7=V

\1 si y =51

d- F,(3,5) = 10/18

F,(1,2) = 2/18
13 2 11

Solution de I’exercice 1.15.3

p = Proba qu'1 personne ayant réservé ne vienne pas = 0.2 = 20%
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q = Proba qu'1 personne ayant réservé et vienne = 0.8 = 80%
X:nbre de personne ayant réservé et viennent parmi les 52
X ~B(52,0.8)

P(X = k) = C&(0.8)¥(0.2)527F

La Probabilité de se trouver dans une situation embarrassante =
P(X>50)=P(X=51)+P(X=52)=1—-P(X<50)=128x10"*
Maintenant dans le cas ou :
X ~ B(52,0.2)
P(X = k) = CK(0.2)¥(0.8)>27F
X:nbre de personne ayant réservé et ne viennent pas parmi les 52
La Probabilité de se trouver dans une situation embarrassante =
PX=1)+PX=0)=128x10"*
Solution de ’exercice 1.15.4 X : nombre de piéces défectueuses parmi les 20 tirées
N =500, N; =5, N, =495, n=20, p:i:&
500 N
XQ) ={0,1,...,5} = {max(0,n — N, = 0) ,min(n,N;) =5}

5
X ~ H(N,n,p) = H(500,20,——)

500
POx = oy = S8Gas "
Co0
COCZO_O CZO
P(X:()): 5%495  ~495 -0,81

€3y €3
E(X) =np = 20— = 0,2

500
N-n_500-20 5 495
N—-1 499 500500

1- Si les tirages se font avec remise ;
X : Nombre de piéces défectueuses parmi les 20 tirées

V(X) =npq

= 0,19

5
X~ B (20, %), X(Q) =1{0,123, .......,20}
5 0 5 20
— — o (_— o —
PR =0) = Cao (500) (1 500) 0.81
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Solution de D’exercice 1.15.5 On tire 3 boules a la fois donc |Q|=C3 =
165 cas possibles

- Soit on a 3 boules de méme couleur :

{BBB,NNN, RRR}

+3, 0, -3
-Soit 2 de la méme couleur :

{BBR,BBN,NNB, NNR, RRB, RRN}
+1 +2 +1 -1 -1 =2

- soit les 3 de couleurs différentes : BRN qui correspond a la valeur X=0
On conclut que

1- X(Q) ={-3,-2,-1,0,1,2,3}

P(X = —3) = P(RRR) = G _ 1
- ©C3 165
P(X = —2) = P(RRN) = GG _ 15
- ©C} 165
cict+cict 39
P(X = —1) = P(NNR,RRB) = =
( ) = P(NNR,RRB) . TeE

c3 cicict 55
P(X=0)=P(NBR,NNN) = —+ =
=0y =" A A T

c2cl N cic3 39
c3 = ¢} 165

P(X =1) = P(NNB,BBR) =

P(X =2) = P(BBN) = C3Cs _ 15
e ~ 3 165
— 3
1=C3
P(X =3) = P(BBB) = Tt
x 3 2 -1 0 1 2 3

P(X =x) | 1/165 || 15/165 | 39/165 | 55/165 | 39/165 | 15/165 1/165

2- EX)=0 , E(X?) = % et V(X) = E(X?) = 1.30
3- Y = X2
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Y=x* |9 4 1 0 1 4 9

1- Y(Q) = {0,1,4,9}

y 0 1 4 9

P(Y=y) |55/165 78/165 30/165 2/165

Pour calculer E (Y) on peut utiliser 2 méthodes :

a- E(Y) = Yyer P(Y =y) = 0. (i) +1. (ﬁ) + 4. (ﬂ) +9. (i) =1.30

165 165 165 165
b- E(Y) = E(X?) = Yyexay x2. P(X = x) = 1.30

Solution de ’exercice 1.15.6 n =5, p = 0,25 = Proba d’avoir une pomme défectueuse
X : le nombre de pommes défectueuses

X ~B(5, 0.25) ,
X(Q) ={0,1,2,3,4,5}

P(X = k) = C¥(0,25)%(0,75)>F
1- PX=22)=1-PX<2)=1-(PX=0)+P(X=1)) =037

=1-¢2(0,25)°(0,75)5"° — €2(0,25)1(0,75)°"! = 0.37

Solution de I’exercice 1.15.6 X ~B(20,0.2) ,
X)) ={01,.2,......,20}

P(X = k) = CX,(0,2)¥(0,8)20F
E(X)=4, V(X)= 3,22

1- P6<X<7)=PX=5)+PX=6)+P(X=7)=0,338
2- Oncherchentelque: P(X > 1) = 0,995
1-PX=0)=1-12(0,2)°(0,8)""° > 0,995
1-0,995 > 0,8"
0,8" < 0,005
n In(0,8) < In(0,005)
N> In(0,005)
In(0,8)
Donc il faut prélever au moins 24 sacs.
Solution de I’exercice 1.15.7

= 23,74

X = nombre de pieces déféctueuses parmi les 1000
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2
p = proba d'avoir une piece déféctueuses = <00 0.004

2
X~ B (1000, %), X =1{0,1,23,.......,1000}

2 0 2 1000
a- P(X=0)=Clhoo (=) (1-=) =0018.
b- P(X<3)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) +P(X =3) = 0.433.

c- PX>4)=1-PX<4)=1-0.628=0.371.
2°™e maniere :

Commen = 30 etp < 0.1 et np < 15 alors on peut approximer la loi binomiale par la loi de
Poisson P (np) = P(4)
e 44k

k!

P(X=k)=

a- P(X =0)=0.018
b- P(X <3) =0.433
- P(X>4)=1-P(X<4)=1-0.62=0371

Solution de ’exercice 1.15.8
X = Nombre de téléphones tombés en panne dans les 10 premicres années

En supposant les années indépendantes

X ~ B(10,p)
P(X=k) =Ckp*(1—p)°* , k=01, ..,10

1- P(X =5) = Ciop°(1 —p)°
2- EX)=10p =np etV(X) =10p(1 —p) =np(1 —p)
3- Y:les dépenses en téléphonie s'il ne s'assure jamais les 10 premiéres années

Y = 10.000 * 10 + 5000X = 100.000 + 5000X
Y () = {100.000,105.000,110.000,115.000, ... ... .. ...,150.000}
Y et X ont la méme loi
P(Y =100 000 4+ 5000k) = P(X = k) = C&p*(1 —p)1°7%, ke Y(Q)

4- Les dépenses s’il assure tous ses téléphones sont : 10 000 * 10 + 1000 = 10 =
110 000 DA.

5- Il est préférable d’assurer ses téléphones si le montant moyen des dépenses en
téléphonies sans assurances est supérieur au montant avec assurances,
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E(Y) = 110.000
E(Y) = E(100.000 + 5000X) = 100.000 + 5000 * E(X) = 100.000 + 5000 * 10p
100.000 + 50000p > 110.000 < 50000p = 10.000 & p = 0.2
6- Z = l'année pendant laquelle l'étudiant subit sa premiere panne
Z ~ G(p)
P(Z=k)=p(1-p) ! keN*
7- P(Z=3)=p(1-p)

Solution de I’exercice 1.15.9
G (1) = E(X)

1
() = 720 +0

P =1=EX)

1 1
G =5= 6y 1) =5

1 3
EXY) =P +EX) = st1=3

N[ =

3
V(X) = Ex?) - (EX)’ = S-1=
1- LaloideX
1¢ méthode :
1
Gx(t) = 1(1 +t)?

G (0)
k! ’ -

P(X =k) =

1
PX=0)=Gx(0)=75 , 0!=1

€3]
¢ 1
PX=1) = ==
( ) 1! 2
(2)
c20) 1
P(X=2) = ==
( ) 2! 4

P(X=3)=0
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k 0 1 2

P(X = k) 1/4 172 1/4

2¢me éthode :

Gx(t) = %(1 +1)?

Gx(t) = X0 o, thP(X =k)=P(X =0) +tP(X = 1) + t*P(X = 2)+t3P(X =3) + ---..

1 1 1 1 1
=—(14+t)?=-(14+2t+t>) ==t 4+—t1 +-¢?
4( +1) 4( +2t+t%) 4 +2 +4
1

Par identification on trouve : P(X = 0) = i ,LP(X=1) = % , P(X=2)= Z
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Chapitre 2

2 Variables Aléatoires continues

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, F, P)

2.1 Définition une variable aléatoire X

X:Q—>DcR

X est dite variable aléatoire continue si son support D est un intervalle ou bien une réunion
d’intervalles.

Exemple Sion désigne par X : "la durée de vie d’'une ampoule"

11 est clair que le support de X est D = ]0; +oo[ ; donc X est une variable absolument continue.

2.2 Densité de probabilite

Les variables aléatoires continues peuvent prendre une infinité de valeurs réelles. Si on peut
calculer la dérivée de la fonction de répartition Fy il est possible de définir une nouvelle fonction
f(x) appelée densité de probabilité.

2.2.1 Définition On appelle f(x) densité de probabilité de la v.a X si elle vérifie les
propriétés suivantes :
1- fx(x)=0, VX€ER

2- f_t: fx(x)dx =1 (intégrale sur son domaine de définition)

Remarque 2.2.1 La probabilité de I’événement (a < X < b) est donnée par :
b
Pla<X<b)= f f(x)dx
a

Exemple

Soit la fonction f définie sur R par :

1
f(x)={ P —a si x € [a,b]

0 sinon

est une densité de probabilité en effet :

1- Non négativité

1
Vx € [a,b] ,f(x) =5
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puisque b > a,b — a est positif.donc 5 est également positif

2- Intégral égale a 1

fb 1 p 1 fbd b—a .
x: x: =
s b—a b—al,

Par conséquent f(x) est une densité de probabilité.

2.3 Fonction de répartition

2.3.1 Définition Soit X une v.a.continue de densité f(x) sur (Q,F, P).
On appelle fonction de répartition de X, la fonction Fy: R — [0,1] définit par :

Vxe R, Fx(x)=p(XSx)=fx F(o)dt

Exemple
1 .
f(x)={ g S X € [a, b]
0 sinon
Sa fonction de répartition est définie par :
0 six<a
xX—a
F(x) = P sia<x<b
1 si. x=b

En effet :

1Cas: x<a

X
FX(x)=f 0dt=0

M Cas:a<x<bh

a b1 X—a
FX(x)=J Odt+f b—adt=b—a
—o a

3¥Me Cas:x > b

a b 1 x
FX(X)=f 0dt +f mdtﬁ‘] 0dt=1
—o0 a b

Finalement :
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0 Si x<a

xX—a ]
si as<x<b
b—a
1 si x=b

F(x) =

Remarque 2.3.1 Pour une variable aléatoire continue X, la fonction de répartition F(x) est
définie de facon semblable a celle d’une variable aléatoire discrete et jouit de propriétés assez
similaires. Cependant il ne s’agit plus d’une fonction en escalier mais d’une fonction continue.

- La fonction de répartition F est continue (a droite et a gauche) et admet une dérivée a
droite et une dérivée a gauche (pas forcément dérivable).

- K =[_f®d F(x) = fy (%)

2.4 Probabilité attachée a un intervalle
Soit X une v .a. et Fx(x) sa fonction de répartition. Va,b € R, a < b,on a:
- Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<b)=Fsb)— Fx(a)

- Va€e R, P(X=a)=0 carF estcontinue
- Pour une v.a. continue, étant donné que F(x) = P(X <x) = P(X < x) ces deux
définitions sont équivalentes dans le cas continu, mais pas dans le cas discret.

2.5 Moment d’ordre, Espérance mathématique et
Variance d’une variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire continue de densité fy , on appelle sous réserve de
convergence des intégrales concernées ;
1- Espérance de X le nombre :E(X) = [*° xf (x)dx
2- Moment d’ordre n (n € N*), le nombre E(X™) = fj;o x™f(x)dx
3- Lavariance de, le nombre : E(X — E(X))2 =EX?) — [E(X)]?

Exemple
(x) ! € R
X) =————<, b
/ m(1+ x%)
Alors la variable aléatoire X n’admet pas un moment d’ordre 1(une espérance)

En effet :

E(X) = f :oxf(x)dx _ %[— f (; X+ JO +°°

1+ x? dxl

1 + x?

ZJM X dx =~ LIn(1+x))IS = +
= — x=—1Ln x = 400
n)y 1+x* T 0
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2.6 Transformation d’une variable aléatoire continue

2.6.1 Définition Soit X une variable aléatoire continue dont la densité est donnée par

fx-

Si g est une fonction continue strictement monotone (croissante ou décroissante) et dérivable,
alors la densité de la variable aléatoire Y = g(X) est donnée par :

d

-1 -1

fry) = {fX(g ) |dyg (y)| s'ilexiste x telle que y = g(x)
0 sinon

ou

g~ est la fonction inverse de g.

Si X est une variable aléatoire continue et que Y = g(X) est une fonction de X, alors Y est lui-
méme une variable aléatoire. Nous devrions donc étre en mesure de trouver la fonction de
répartition et la densité de Y. Il est généralement plus simple de partir de la fonction de
répartition, puis de trouver la densité en prenant la dérivée de la fonction de répartition.

Exemple

3
fX(x)=§x25i —1<x<1
0 sinon

LaloideY = X?

FF() =P <y)=PX*<y)=P(IXI<Jy)=P(-y <X <ly)
= Fx(Vy) = Fx(—/y)

fo) = \/—fx(\/— y)+ \/—fx( NED

3 1 3 1 3 3
f(Y)—TE 75 = 75 =E\/; O0<y<i1
3
f(}’)zi\/; 0<y<i1

2.7 Lois continues usuelles
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Soit X une variable aléatoire continue de densité f et de fonction de répartition F

2.7.1  Loi continue Uniforme
Lorsque la fonction de densité de probabilité est constante sur un intervalle [a, b] est nulle
partout ailleurs, on parlera de loi uniforme de paramétres a et b, ce que 1’on note :

X’V‘U[a‘b]
1 ] b
fO={ -4 si x € [a,b]
0 sinon
a+b (b — a)?
E(X) = 2 et V(X)—T
0 six<a
F(x) = r—a sia<x<b
)=\7"a <x<
1 Si xX=b

En effet
X
e = [ fo
ICas: x<a
X
Fx(x) =f 0dt=0

M Cas:a<x<bh

a b1 X—a
FX(x)=J Odt+f b—adt=b—a
—o a

3¥MeCas:x>b

a b 1 x
FX(x)=j 0dt+f b_adt+J0dt=1
—o0 a b

Finalement :
0 Si x<a
F(x) = 7 si a<x<b
xX) = g <
1 si x=b
Exemple
. 0 Si x <0
Si X ~ Upqys f(x)={1OSl xii[r(:(’jl],F(x)z x si 0<x<1,
1 si x=>1
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1 1
E(X) ZE et V(X) :E

2.7.2 Loi Gamma On dit que X suit la loi Gamma de paramétres a, b > 0 si:

e—bxxa—lba

f(X) — T si x=0
0 sinon

+ oo
I'(a): la fonction gamma définie par: T'(a) = f x®le™*dx , a>0,
0

I'(a):la fonction gamma possede les proprietés suivantes:
r(y=1

'n)=(mm-1)!

'm+1) =nl'(n)

1
r(z) =
Et on note :
X ~y(a,b) avec E(X) =% et V(X) =%
Calcul de E(X) et V(X)
+0o0 +0o0 e—bxxaba ha 400 ,
E(X :f X xdx:f —_—dx = f xa+1_1€_ xdx:
0 0 f 0 I'(a) I'(a) J,
_ b*T(a+1) al(a) a
“T@ b*' " T(a).b b
+ 00 ba + 00 ba F(a n 2)
%) = 2 = a+1l ,—bx g, — _
E(X?) fo x?f(x)dx F(a)fo x®le=bxdx O
_ b @+ Dr@a+1) a(a+1)
= F(a) ba+2 - bZ

VOO = EX®) - [EQOP = w —Z—z =3

2.7.3 Loi exponentielle soit X une v. a. continue de fonction densité de loi Gamma
de paramétres a, b > 0
sia=1

On obtient la loi Exponentielle de parametre b.
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f(x) =be™®*, x >0, b>0
Et on note :

X ~ Exp(b) =y(1,b)

= , ==, V(X)) = >
Remarque X Exp(/l) S X V(l,/l)

Montrer que F(x) =1—e ™ ?
X
A= | fode

fxX) =2, x>0
si: x <0
X
FX(x)zf 0dt=0
si:x=0
0 X _1 X
FX(x)zf 0dt +f Ae"“dtz/l[Te_’“] =1—e
—o0 0 0

2.7.4 La Loi Khi-deux Soit X une v. a. continue de fonction densité de loi Gamma
de paramétres a, b > 0

..n tb—l
sza—ze =3

On obtient la loi de Khi-deux a n degrés de liberté.

Et on note :

2 nl1 *
T

EX)=%=n ,V(X)=%=2n

N =[] S
ENTENINT

2.7.5 Laloi Normale
On dit que X suit la loi normale de paramétres m, o (m € R, o > 0) si sa fonction densité
s’écrit sous la forme :

- 2
e_%(%) , x€ER

1
fx(x) = =

et on note: X ~ N(m,c?)
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avec m=EX) etV(X)=oc?

Sim=0et 0? = 1 alors :X~» N(0,1) et on dit alors que X suit la loi normale centrée réduite
de densité :

2

1 X
fx(x) = =¢ 7 € R
. , .. _oexo1 b
Et de fonction de répartition ®(x) = f_oo o

2.7.5.1 Propriétés de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

®(0) =%

P(—x) =1-P(x)

1t , :
Remarque &(x) = f_xooze 2dtn’est pas calculable par les méthodes classiques
d’intégration, son calcul est établi par des méthodes numériques d’approximations, une
table de cette intégrale est fournie pour des valeurs x dite Table de la Loi Normale

2.7.5.2 Lecture de la Table de la Loi Normale

Voici comment se présente une table de loi N(0,1). On lit dans la table de loi ci-dessous les
différentes valeurs que peut prendre P(X < x) lorsque x est positif.

Les différentes colonnes vont nous permettre de trouver le chiffre des centiéemes de la valeur
de x que I’on recherche, en s’incrémentant d’un centiéme par colonne. Les différentes

lignes vont nous permettre de trouver les chiffres des dixiemes et des unités pour la valeur
de x que I’on recherche, en s’incrémentant d’un dixiéme par ligne.
Prenons un exemple concret :

Je cherche P(X < 3,14) =9(3.14)

On commence par décomposer 3,14 entre unités et dixiemes d’un coté et centiémes de 1’autre
: 3,14

On se réfere ensuite a la table de loi en regardant les unités et les dixiémes dans les lignes et les
centiémes dans les colonnes.

Au final, on voit donc que P(X < 3,14) = 0,9992.
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Chiffre des centiémes

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 |0.5160| 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 |0.5948| 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 |0.6331| 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 |0.6700| 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 |0.7054 | 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 | 0.72567 0.7291 0.7324 0.7357 |0.7389| 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 |0.7703| 0.7734 0.7764 0.7793 0.7823 0.7852

w 0.8 | 0.7881 0.v910 0.7939 0.7967 |0.7995| 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

D 0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 |0.8264| 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

E 1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 |0.8508| 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

D 1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 |0.8729| 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
'>—< 1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8906 |0.8925| 0.8943 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
o= 1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 |0.9099| 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
L= 1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 |0.9251| 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
o) 1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

D 1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 | 0.9495| 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

= 1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 | 0.9591| 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
-El—‘J 1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 | 0.9671| 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 | 0.9738| 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

\g 2.0 | 09772 0.9778 0.9783 0.9788 |0.9793| 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
— 2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 |0.9838| 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
[ — 2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875| 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

= 2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 |0.9904 | 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

wn 2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 |0.9927 | 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

D 2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 | 0.9945| 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

O 2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 |0.9959| 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
D 2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

E 2.8 | 09974 0.9975 0.9976 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
-— 2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 |0.9984 | 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
e 3.0 | 09986 0.9987 0.9987 0.9988 |0.9988| 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
() I 3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 | 0.9992| 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.999#
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 | 0.9994| 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 |0.9996| 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 | 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 | 0.9998| 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

3.6 | 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 | 0.9999| 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.7 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999| 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.8 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999| 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.9 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

2.7.5.3 Propriété

—-m
si X ~»N(m,6%) alors Y= — N(0,1)
Démonstration

X_
Fy(y) =PY<y)=P TmSy = P(X < oY + m) = Fx(aY + m)

1 1
fr(y) =ofx(cY + m) = 0 ——e 27°

oV2m Nex
Y ~N(0,1)

(6Y+m—-m)? _ 1 y

e 2 ,yeR

2.8 Approximation de la loi Binomiale par la loi
Normale

Soit X une variable aléatoire de loi Binomiale de parameétres n, p.

Sin>30et np>5et n(1—p) =5 alors on peut approcher la loi Binomiale par la loi
Normale et on écrit :

B(n' p) n>30 et np=5 et n(1—p)25, N(np' np(l B p)
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Dans la pratique, comme [’approximation faite est une approximation d’une loi discrete par
une loi continue. Nous devons effectuer une correction de continuité, c’est-a-dire qu’a la
valeur xo d’une valeur discréte, nous associerons l’intervalle [xy, — 0.5; xo + 0.5] pour la
variable continue.

2.9 Inégalités intéressantes
2.9.1 Inégalité de Markov

Soit X une v.a. réelle positive ou nulle d’espérance E(X) alors, pour tout réel a strictement
positive,

EX)
P(X=a)< “a

2.9.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Théoreéme 2.9.1 Soit X une v.a.d’espérance E(X) et de variance V (X). Alors pour tout réel a
strictement positive,

V(X)
aZ

P(JX—EX)=a|) < (Majoration)

X

e e

EX)—a E(X) EX)+a

Une autre maniére d’écrire cette inégalité :

P(X - E(X) <al) 21 -3 (Minoration)

E(X)—a E(X) EX)+a
Remarque

e Plus V(X) augmente plus les valeurs se dispersent autour de la moyenne.

e Si V(X)=0 = X = Cte

e Plus a augmente plus % diminue & sia—> o0 = % — 0

o P(IX—EX)|=20)<25%

e Utilité de Tchebychev en théorie : Démonstration de la loi des grands nombres
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Démonstration

P(X>a )<Q

Cette inégalité peut s’écrire avec des notations différentes :

P(Y 2 a®) < —~ ()

Supposons que Y = (X — E(X))? I’inégalité s’écrit alors :

((X E(X)) > q ) ((X E(X)) ):V(X)

a? a

Puisque a est positive

PUX —EX)l 2 @) <+ 3

En considérant 1’événement complémentaire de : |[X — E(X)| = a

V(X)

1l vient :

Exemple la fabrication quotidienne de téléphones est modélisé par une variable aléatoire de
moyenne m = 50.

1) Estimer la probabilité que la production dépasse les 75 téléphones pour une journée
donnée.

2) Onsait de plus que V(X) = 25. Donner une estimation que la production d’un jour soit
comprise entre 40 et 60.

Solution

50 2
1) P(X>75)S7—5—§

2) P(40 < X < 60) = P[|X — 50| < 10] 21—%=0.75

Tchebychev s’applique a n’importe quelle loi.

2.10 La fonction Génératrice des moments

2.10.1 Définition Soit X une variable aléatoire (discréte ou continue) on appelle
fonction génératrice des moments My (t), donnée par :

My (t) = E(etX) = Z e™P(X = x) :f e fy(x)dx
XEX(Q) -®

Le moment d’ordre n de la variable aléatoire X est donnée par :E(X™) = M )((n) (0)

M,((n) (0): est la dérivée d'ordre n de My
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Exemple X ~ Ujgq

1 1
1 1
My (t) = f e™dx = [—etx] =—(et-1)
o t- Iy ¢
X ~ Exp(a)
+oo to a +oo a
My (t) = f eXae Pdx = af e *@ gy = [e7*@ D] = ,a>t
0 0 t—a 0 a—t
X ~ N(0, 1)
1 to 1, 1 too 1 2_2
My (t) = f et*e” de = —f e 2T gy = —f e 20"l gy -
x(6) = V2 V2 ) V2 J_

2
ez,

2
1 L + 00 1 2 t_
=—2nez f_oo e (=) dx = ez2.\2m

7|

2.11 Exercices

2.11.1 Exercice Soit f la fonction définie par :

0 < —loux=>1
fx)=4 x+1 , —-1<x<0
—-x+1 , 0<x<l1
1.5

b

1- Montrer que f est une densité de probabilite.
2- Soit X une variable aléatoire de densité f. Déterminer la fonction de répartition F de X
3- Déterminer E(X) et V(X).
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1-
2.
3-
4-

2.11.2 Exercice Soit X une variable aléatoire admettant une densité sous la forme :

0 Si x<0

X

3 si O0<x<1

f(x) = 1
§ Si 1<x<?2
kkez_x si x> 2

Déterminer la valeur de k ?
Déterminer la fonction de répartition Fy ?
Calculer P(X < x/X = 3/2), x est une réel quelconque.
SoitY = 2 — X. Déterminer laloide Y.

2.11.3 Exercice La durée de charge en heure d’une batterie X est une variable

aléatoire de densité :
10

f) =3 »2’

0 , sinon

x =10

Quelle est la probabilité qu’une batterie ait une durée de charge supérieure a 20 heures?
Quelle est la fonction de répartition de X.

Supposons que nous avons 6 batteries et que les durées de charge des batteries soient
indépendantes. Soit la variable aléatoire Y représentant le nombre de batteries dont la
durée de charge est d’au moins 15 heures.

Quelle est la loi de Y ? Donner ses parameétres et son expression.

Quelle est la probabilité que parmi 6 batteries, au moins 3 d’entre elles aient une durée
de charge d’au moins 15 heures ?

Calculer E(Y).

2.11.4 Exercice On considére une variable aléatoire X dont la densité f est donnée

par :
{ 0 si x<0

xe 2 sinon

Déterminer la loi et ’espérance de la variable aléatoire Y = X2,

On s’intéresse maintenant aux précipitations a une région donnée. On suppose que la
durée (en heure) T entre deux précipitations vérifie la relation T = AY, ou A est une
constante. En consultant les relevés météo, on se rend compte qu’il s’écoule au moins
24hconsécutives sans pluie avec une probabilité 0,09.

Déterminer A

Combien de temps s’écoule-il en moyenne entre deux averses.

11 est midi. La pluie vient de s’arréter. Quelle est la probabilité qu’il pleuve avant 14h.

2.11.5 Exercice Un livreur a promis de passer chez un client entre 10 h et 11h. On
suppose que la probabilité de son passage est uniformément répartie.

Quelle est la probabilité qu’il arrive avant 10h10 min ?

Quelle est la probabilité qu’il arrive entre 10h20 et 10h 40 ?
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3- Sachant que le client a attendu le livreur 15 min. quelle est la probabilité qu’il arrive
dans les dix prochaines minutes ?

2.11.6 Exercice Soit X une variable réelle aléatoire continue modélisée par la loi

uniforme ;
X ~ U[0,1].

1-Rappeler la fonction de densité de la variable étudiée.
2-Onpose:Y =—alnX ; (a>0)

a- Déterminer la fonction de densité de la variable Y, reconnaitre sa loi.
b- En déduire son espérance et sa variance.

3-Calculer la fonction répartition de la variable Y.
4-Calculer la probabilité suivante : P(Y > 2a).

2.11.7 Exercice La longueur des pi¢ces produites par une machine de type A varie
selon une loi normale d’espérance 8 mm et de variance 4 mm, et la longueur de
celles produites par une machine de type B varie selon une loi normale avec
espérance 7,5 mm et variance 1 mm.

1- Si vous voulez produire des piéces de longueur entre 7 et 9 mm, quel type de machine
choisiriez-vous ?

2- Si la moyenne des longueurs produites par la machine A reste 8 mm, quelle doit étre sa
variance pour qu’elle ait la méme performance que la machine B ?

2.11.8 Exercice Un revendeur de matériel photographique estime qu’il pourra
vendre 40 appareils photographiques par jour et les ventes sont indépendantes.
Une étude lui a montré que, parmi les différentes marques disponibles, la marque
A réalise 38,6% du marché.
On note X la variable aléatoire qui associe le nombre d’appareils de marque A vendus ce jour-
la.
1- Donner la loi de X, préciser les parametres de cette loi.
2- Calculer la probabilité que sur 40 appareils vendus 20 soient de la marque A.
3- Calculer E(X)et I’écart-type de X.
4- Par quelle loi peut-on approcher la loi de X.
5- Donner une approximation de la probabilité de de I’événement : « il y’a exactement 20
appareils de marque A vendus »
6- Déterminer une valeur approchée de la probabilité de 1’événement : « 20 au moins des
appareils vendus sont de marque A.
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2.11.9 Exercice Une coopérative produit et commercialise des Iégumes. Un service
¢tudie le probléme de mise en bocal de tomates confites :le poids annoncé est de
485gr, et on décide qu’un bocal est mal rempli s’il pése moins de 485 gr. On
admet que la variable aléatoire X qui a chaque bocal, associe son poids en
grammes, suit une loi normale d’espérance 500 et d’écart-type 12.

1- Calculer la probabilité¢ qu’un bocal soit mal rempli.
2- Déterminer le réel htel que P(500 —h < X <500+ h) = 0.95
3- Grace a une politique de qualité, on a ramené le pourcentage de bocaux mal remplis a

2%. Un contrdleur teste un lot de 200 bocaux prelevés sur la production (on assimile ce

prélévement a un tirage avec remise).On désigne par Z la v.a. désignant le nombre de

bocaux mal remplis dans ce lot.

- Quelle estlaloide Z ?

- Peut-on approximer la loi de Z par une loi discréte usuelle ? Laquelle ?

2.11.10 Exercice

X ~ B(20,0.3), E(X) =6 etV(X) = 4.2

e Majorer P(|X — E(X)| = 5).

e Minorer P(1 < X < 11) en utilisant I’inégalité de Tchebychev.
e Majorer P(X > 5).

e Calculer P(|X — 6| = 5) avec la loi Binomiale.

Solution de ’exercice 2.10.1
1- fx(x)=0, VxeR

400

f+°°f(x)dx _ f_lodx + f" (x + Ddx + fl(—x + 1)dx + f 0dx =
- - -1 0 1

:[§+x]:+[_g_2+x]::_(;_1)+(_;+1):

on conclut que f est une densité de probabilité

N| =
+
N| =
Il
—

2- Fy(x) = ["_ f(Ddt
six<—-1: F(x)=0

— 2
si—1<x<0: F(x)=f_;0dx+f_x1(t+1)dt=x7+x+%

2
si 0<x<1: F(x)=f

1 0 X —x 1
0dx+f (t+1)dt+f (—t+1Ddx=—+x+=
1 0 2 2

o)




Chapitre 2 : Variables aléatoires continues

six>1: F(x) = [ 0dx+ [°(t+Ddt + [ (~t + Ddt + [[*0dt =1

( 0 si x<-1
x? 1 ]
—+x+= si —1<x<0
F(x) = ¢ sz 2
> +x+2 Si 0<x<1
\ 1 si x>1

_ 1

b

3- EX) = ["7xf(x)dx =0

too 1 1
E(X?) = j x*f(x)dx = ‘ et V(X) = A
Solution de ’exercice 2.10.2
1- k ==
2

2- Fx(x)=["_f(®dt

1¥Cas: x <0

X
FX(x)zf 0dt=0
2®MeCas:0<x<1

0 xt x2

F. = 0dt +6 —dt = —

() f_m fog ’
3¥MeCas:1<x<2

F (x)——fo0dt+f1tdt+fx1dt——1+1x 1
X o 0 3 ;3 6 3( )
4 cas x> 2

0 1t 21 x1 1
FX(x)=j 0dt +j —dt+J —dt+J —e?tdt=1——-e%*
—0o0 0 3 1 3 2 2
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(0 si X <
2
X
s si O0<x<1
F =<{x 1
(X) 5_8 Si 1<XS2
1
kl—iez‘x si x> 2
p(3<x<x F(x)—1 3 1
3- P(X<x/X23/2)=P((§(23/2))= 1_33=EF(X)_E
3
e Si 2<x<2 ,Fx)=%(-2
2 2 4
e Si x>2 ,F(x)zl—%ez_x

4- laloideY =2-X

FF) =P <y)=P2-X<y)=PX22-y)=1-F(@2-y)

En passant par la dérivée on obtient :

@) =1x2-y)

2—y y fx(2—-y) f)
—00<2—-y<0 2<y 0 0
0<2-y<1 1<y<2 2-y 2-y

3 3
1<2-y<2 0<y<l1 1/3 1/3
2—y>2 y<0 %ey %ey

fr(y) =0 si y=0

2—-y .
fy(y)=T si 1<y<2
1

fy(y)=§ si 0<sy<1

1
) =3¢ si y<0
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Solution de I’exercice 2.10.3

10
flx) = ’

0 , sinon

x =10

x2 20 2

2- Fx(x) = [7_f(Dadt

e —11t*®
1- P(X>20)=10[ "~ =10[Z| =2=2
20

si: x <10

X
FX(x)zf 0dt=0

si:x =10

10 x10
FX(X):-]- 0dt +f t—dt—10 [—] _1—7
—00 10

10
Fe@)=1-— , x210

si on veut calculer P(X > 20)en utilisant la fonctionde répartition on aura:

P(X>20)=1-F0)=1- 1—E —1—1=1
20 2 2
3- On calcule d’abord la probabilité que la durée de charge est d’au moins 15 heures c’est-
a-dire P(X = 15) =
a- P(X>15)=1-F(15) =1— [1—% = 0.67

Y ~ B(6,0.67)
P(Y =k) =Ccko.67%(1 - 0.67)°7*

b- P(Y =3)=1-P(Y <2) = 0.9031
¢ E(Y)=6x0.67 = 4.02

Solution de I’exercice 2.10. 4
LoideY = X?

F() =P <y)=PX*<y)=P(IX| <y) =P(—/y <X </y)
= Fy(Vz) = F(=V7)

fO) =-—=x{y)+ \/—fx( Vy) = \/—fx(\/_)—_e ¥, y20

[
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Y'\fExpG),E(Y) =2

a-T = durée en heure entre deux précipitations

T =AY
24 _24
P(T > 24) =0.09 & P(AY > 24) =0.09<=>P(Y>7) =0.09 e 22 =0.09
2

b- E(T)=EY) =2E(Y) =52=10

c- PO<T<2)=P(T<2)=PA¥Y<2)=P

—~
h<
AN

>N

—

Il
o

—~
h<
A

ul | N

N

2 21 1
:Fy(§>:1—e 52=1—e 5

Solution de ’exercice 2.10.5

X U[1o,11]
_ (1 si xe€[10,11]
f () {0 sinon
0 Si x <10
F(x)={x—10 si 10<x<11
1 Si x =11

1- P(X <10.16) = Fx(10.16) = [ *°dx = 0.16

10
2- P(10.33 < X < 10.66) = Fx(10.66) — Fx(10.33) = 0.66 — 0.33 = 0.33

3- P(10h15 < X < 10h25) = P(10.25 < X < 10.41) = 0.41 — 0.25 = 0.16

Solution de I’exercice 2.10.6

1' X 2 U[O,l]

Flx) = {3 si x € [0,1]

sinon

2- Y=—alnX

F,(y) =P(Y <y)=P(—alnX <y) = P(LnX z%y) =P(x > e%’v)

FO)=1-F (%) = i) = -, ¥~ Exp()

EY)=a etV(Y) = a?
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0 , y<O0
3- F(y)={1 -y

—ea, y20

1
4- P(Y >2a) =1—P(Y <2a) = e a** = ¢72

Solution de I’exercice 2.10.7 X~ N(8,4) ,Y ~ N(7.5,1)

Pour la

1-

P(7SYS9) = q)N(O,l)(

9-8

P(7<X<9) =y (50) = Puiony (50) = 20(0.5) — 1 ~ 038

2¢m¢ machine

9-75
1

7—17.5
) — Pp(o,1) <T> = ®(1.5) — (-0.5) = 0.62

On en conclut que la machine B est meilleure que la machine A.

2-

Soit Z une nouvelle v.a. qui décrit la taille des piéces produites par la machine A. cette
variable a la méme espérance que X et on cherche sa variance de telle sorte que les

machines soient de qualité égale.

-1 7-8
P(7SZS9)=P(—<

<

1
)=2P(Z£—)—1z0.62
o o

o

Q=

Solution de I’exercice 2.10.8

X

1-

: associe le nombre d’appareils de marque A vendus ce jour-la.

On peut assimiler ces 40 ventes indépendantes a un schéma de Bernoulli ou I’évenement
« succes » est « ’appareil de marque A est vendu », alors la variable X suit la loi
Binomiale de parameétres n = 40 et p = 0.386 (la marque A réalise 38.6 % du marché).

P(X = k) = CK,0.386%(1 — 0.386)*°*
P(X = 20) = CX 0.386%°(1 — 0.386)*°720 = 0.04
E(X) = np = 40 * 0.386 = 15.44 et
o =+/np(1—p) = V40 % 0.386 * 0.614 = 3.08

On décide d’approcher cette loi par la loi Normale de parametres de parameétres m =
15.44 et 0 = 3.08 puisque :

n=40=>30et np =1544>5et n(1-p)=95=>5
Y ~» N(15.44;3.08 = o)

Donner une approximation de la probabilité de 1’événement : « il y’a exactement 20
appareils de marque A vendus »
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P(Y=20)=P(20—-05<Y<20+4+0.5)=P(195<Y <205) =

20.5 — 15.44 19.5 — 15.44
q)N“””( 3.08 >_ ”<°'1)( 3.08 ) -

¢N(0’1)(1.64) - cDN(O,l)(]"Sl) = 0.04‘4‘

19.5—-15.44
1- P(Y 220) = 1 - Dy (T) =1 — Dy (1.318) = 0.905

Solution de I’exercice 2.10.9
1- X~ N(500,12)

485 — 500

P(X < 485) :P<Y< =

) = ®(—1.25) = 0.105

2- P(500—h<X<500+h)=CI>(%)—¢(—%)=O.95

h
@ (E) — 0.975 = h = 23.52

3- Z ~ B(200,0.02)
P(Z = k) = Ck,,0.02%0.98200-k

Approximée

B(200,0.02) PA)

n=30 et p <0.1et np<15

Commen = 30 etp < 0.1 et np < 15 alors on peut approximer la loi binomiale par la loi de
Poisson P(np) = P(4)
e~ 14k

PZ=1k)=—

Solution de ’exercice 2.10.10

a- P(IX— 6| 25)<>>=0.168=168%

b- P(1<X<11)=P(—5<X—6<5)=P(|X—6|<5)21—¥=0.832=
83.2%
¢ P(X210) <= =06

X—6>5 X >11
|X—6|25<=>{ ou @{ ou < Xef{01,11,12,....,20}
X—6<-5 X<1

o
1

P(X-6/>5=1-P(X—6/<4)=1-P(-4<X-6<4)=1-P(2<X<10)
= 0.025 = 2.5%
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Chapitre 3

3 Couples de variables aléatoires discrétes

Dans la vie réelle, nous nous intéressons souvent a plusieurs variables aléatoires liées les unes
aux autres. Par exemple, supposons que nous choisissions une famille au hasard et que nous
voulions étudier le nombre de personnes dans la famille, le revenu du ménage, 1'age des
membres de la famille, etc. Chacun de ces éléments est une variable aléatoire et nous
soupgonnons qu'ils sont dépendants. Dans ce chapitre, nous développons des outils pour étudier
les distributions conjointes de variables aléatoires. Les concepts sont similaires a ceux que nous
avons vus jusqu'a présent. La seule différence est qu'au lieu d'une variable aléatoire, nous en
considérons deux ou plus. Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur deux variables
aléatoires. Nous commencerons par discuter des distributions conjointes de variables aléatoires
discrétes, puis nous étendrons les résultats aux variables aléatoires continues.

Compétences attendues

Obtenir la loi d’un couple(X,Y), ses lois marginales.

Déterminer la fonction de répartition d’un couple(X, Y), ses lois marginales.
Calculer la covariance.

Etudier ’indépendance de deux variables aléatoires discretes.

Déterminer la loi de X + Y aI’aide du produit de convolution.

ANV NN
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3.1 Exemples et Définitions

3.1.1. Exemple : On lance deux pieces non truquées et de couleur distincte, on note X le résultat
de la premiére picce et Y le résultat de la deuxiéme picce. On peut étudier le couple de variables
aléatoires (X,Y)

3.1.2. Exemple : On lance deux dés de couleur différente. On note X le résultat du premier d¢,
Y celui du deuxiéme dé. (X,Y) forment un couple de variable aléatoires.

3.1.3. Exemple : Dans une urne se trouve trois billes numérotées de 1 a 3. On effectue trois
tirages successifs et avec remise. On note m le minimum des trois tirages et M le maximum des
trois tirages. (m, M) forment un couple de variable aléatoires.

3.2 Loi du couples

3.2.1 Définition X etY deux variables aléatoires définies respectivement dans
X(Q) et Y(Q).
On appelle loi de probabilité conjointe, du couple (X,Y) la fonction :

PX,Y(xly) = P(X = er =y)

avec z Z PX=xY=y)=1
xeX(Q) yey (Q)

Exemple 1 : Dans le premier exemple X(Q2) = Y(Q) = {0,1} en supposant que X vaut 1 dans
le cas d’un pile et 0 sinon. La loi du couple est la donnée des quatre réels suivants :

P(X = 1]n[Y = 1]) = 1/4
P(X = 0]n[Y = 1]) = 1/4
P(X = 1]n[Y = 0]) = 1/4
P([X = 0]n[Y =0]) = 1/4

Exemple 2 : Dans le deuxiéme exemple X(Q2) = Y () = 1/6 et la loi de probabilité du
couple est donnée par Vi € 1,..,6 Vj € 1,..,6 P([X = i]n[Y = j]) = 1/36.
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3.3 Lois Marginales . Soit (X, Y) un couple de variable aléatoires discrétes
alors :

La loi marginale de X est donnée par le théoréme des probabilités totales.

Vr€X(Q) , P(X=x)= Z P(X=xY =7y)

YEY(Q)
et VyevY(Q), PY=y) =YrexqPX =xY =y)

Exemple : Soit (X,Y) un couple de v.a discrétes dont la loi conjointe est donnée par le tableau
suivant :

Apres avoir vérifié que le tableau suivant décrit bien une loi conjointe, trouver les lois
marginales de X et .

X/Y Y=1 Y=2 Y=3 P(X = x)
X=1 1/6 1/6 1/6 3/6
X=2 /12 0 1/18 5/36
X=3 1/12 1/6 2/18 13/36
P(Y =y) 1/3 1/3 1/3 1

3.4 Fonction de répartition d’un couple discret

Souvenez-vous que pour une variable aléatoire X, la fonction de répartition

Fx(x) = P(X < x). Maintenant La fonction de répartition du couple (X,Y) est définie par :

Fxy(x,y) =P(X <x,Y <y) =P((X <x) et (Y <y))

3.5 Fonctions de réepartition marginales
Fx(x) = Lim F(x,y)

Fy(y) = Lim F(x,y)
X—+ 0
Notons €galement que nous devons avoir :
Fyy(c0,0) =1
FX,Y(_OO,Y)ZO ) vy

Fyy(x,—0) =0 , Vv x
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Exemple X,Y ~ B(p) qui sont indépendantes, 0 <p <1 .(1—p=4q)

1- Déterminer la loi conjointe de X et Y.
2- Déterminer la fonction de répartition jointe de X et Y.

Solution
X/Y Y=0 Y=1 P(X =x)
X=0 q° p-q q
X=1 p-q p* P
P(Y =y) q p

1°"Cas:x < Qouy<0: F(x,y) =PX <xY <y =

2'MeCas:0<x <let0 <y<1: F(x,y)=P(X =0,Y = 0) = ¢°

3¥meCas:0<x < lety >1: Fx,y) =P(X=0Y=0)+PX=0Y =1) =
q*+pq =q

4meCas:x >=1let 0 <y <1 F(x,¥)=Pxy(00)+ Py (1L,0)=¢*+pg=gq

5¢Mme Cas:x > 1 ety > 1: F(x,y) = Pxy (0,0) + Pxy (1,0) + Pxy (0,1) +
+ PX,Y (1,1) = 1

x<O0ouy<o0

!q, 0<x<let0<y<1
Fyy(x,y) =1 q, 0<x<lety>1
| g x=>let0<y<1
kl x=>lety=>1

)

)

0, x<0

Fx(0) = Limy o F (x,y) = {q, 0<x<1
1, x=>1

C’est-a dire les casouy >1

0, y<0

Fy(y) = Lim,_,,F(x,y) = {q , 0<y<1
1, y=1

3.6 Couples de variables aléatoires indépendantes
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Nous avons défini précédemment des variables aléatoires indépendantes. Maintenant que nous
avons vu les lois et les Fonctions de répartitions conjointes, nous pouvons reformuler la
définition de I'indépendance.

Deux variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes si :

PX=xY=y)=PX=x).P(Y=vy), V(x,y) EX(Q) X Y(Q)
De maniére équivalente,

X et Y sont indépendantes si :

Fry(x,y) = Fx(x).Fy(y) , V (x,y) € X(Q) X Y(Q)

3.7 Propriétés de la fonction de répartition

(X,Y) un couple de variables aléatoires de fonction de répartition F et a, b, ¢, d des réels tels
que:a<b etc<dalors:

1- Fxy(x,y) estune probabilité, 0 < Fy y(x,y) <1 pour —0 < x <00,—0 < y <00,
2- Pa<X<bc<Y<d)=F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+F(a,c).

3 PX<ac<Y<d)=F(ad)+F(ac).

4- P(a<X <bh,Y<c)=F(b,c)—F(arc)

5- PX>aY>b)=1—-P(X<alUlY <b]=1-F(a) — F(b) + F(a,b)

6- Pla< X £ b,Y <y] = F(b,y)—F(a,y)

3.8 Lois Conditionnelles

Dans certains problémes, nous avons observé la valeur d'une variable aléatoire Y et nous devons
mettre a jour la loi de probabilité d'une autre variable aléatoire X dont la valeur n'a pas encore
¢été observée. Dans ces problémes, nous utilisons la loi conditionnelle de X sachant Y défini
comme suit :

P(X = x)Y = y) = LE =XV =Y) € X(Q)
=X = y = , X
P(Y =y)
De maniére équivalente :
P =y/Xx=x)= K==V v
SYEEY T T =)
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3.9 Moment d’ordre, Espérance mathématique et
Variance d’une variable aléatoire continue

On appelle espérance conditionnelle de X sachant (Y = y) la variable aléatoire donnée par :
EX/Y=y)= ) xP(X=x/Y =)
x€X(Q)
De la méme maniére on définit 1’espérance conditionnelle de Y sachant (X = x)la variable
aléatoire donnée par :
E/X=x)= ) yP(r=y/X=2
YEY(Q)
On définit également les autres moments conditionnels :

E(Xk/)y =y) = 2 x*P(X =x/Y =y)
x€X(Q)

E(Yk/X =x) = Z y*P(Y = y/X = x)
yeY (Q)
La variance conditionnelle de X sachant Y =y est définie par:
VX/Y =y)=EX?/Y =y) - [EX/Y = y)]?
VY /X =x)=EY?*/X =y) - [EY/X =x)]?

3.10 Proprietés des moments conditionnels

EX/Y =y) = Yxex@x PX =x/Y =y).

E(a/Y) =a , pour tout a appartenant a R

EX/X)=X

E(aX +bY/Z) =aE(X/Z)+ bE(Y/Z)

EX?/Y =y) = Zxex@ ¥’ PX =x/Y = ).

E[EX/Y = y)] = Xyevq EX/Y = y) P(Y = y) = E(X).
E[E(X?/Y = Y)] = Zyer@ EX?/Y = y) P(Y = y) = E(X?).
VIX/Y =y) =EX?/Y =y) - [EX /(Y = y))]*

ElVIX/ (Y =y)] =2yervVX/Y =y) P(Y =y) =

=E[EQX?/Y =y) —[E(X / (Y = y)|*] = E&X*) — E([E(X / (Y = y)]*).
> VIEX /(¥ =y)]=E(EX /(Y =yNI) —{E[EX/Y = )]}
=E(E(X /(Y =y)1») - (E(O)*.
> E[VX/ ¥ =y)N]+VIEX /(Y = y))] = V(X)

YVVVVVYVYVYY
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3.11 Espérance pour des variables aléatoires
indépendantes

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :

> E(X/Y)=EX)

> E(g(X)/Y) = E(g(X))

» EX.Y)=EX).E(Y)

> E(g(X).h(Y)) = E(g(X)).E(g(V))

Exemple Soit (X,Y) un couple de v.a discrétes dont la loi conjointe est donnée par le tableau
suivant telque E(X) = E(Y) =5/3 = 1.66

=1 Y=2 Loi de X
X=1 0 1/3 1/3
X=2 1/3 1/3 2/3
LoideY 1/3 2/3 1

1- Calculer E(Y/X = x),E(Y?/X =x) et V(Y /X = x)
2- Calculer [V(Y /X =x)],V[E(Y /X =x)] et

E[VIY /X =x)]+V[EY /X = x)]
3- Vérifierque E[V(Y /X =x)]+V[EY /X =x)] =V (Y)

Solution
y 1 2 EY/X=x) | E0%/X=x) | V(Y/X=x)
P(Y/X=1) |0 i 2 3 0
P(Y/X=2) |12 12 3/2 502 1/4
2-
E[V(Y /X = x)] = Z V(Y/X = %) P(X = x) =0 +%.§ — 0.16.

x=1,2
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VIE(Y /X =x)] =E(EY /(X =x)]>) - (E(M))’?

1 92
E(EY /(X =x))) =4.5+,.5=2.83
E(Y) = 1-+2.222 2 166
(N=1lz+27=3=1

Par suite : V[E(Y / X = x)] = 2.83 — (1.66)% = 0.06

3-Finalement :

E[VIY/X=x)]+V[EY /X =x)]=0.16 + 0.06 = 0.22 = V(Y)

3.12 La covariance
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires

On appelle covariance de X, la valeur réelle, définie comme suit :
Cov(X,Y) =EX.Y) —EX).E(Y) =E[(X - EX)(Y —EY)]

La covariance sert a déterminer la direction d’une relation linéaire entre 2 variables comme
suit :

- Si Cov(X,Y) est positif = X et Y tendent a augmenter ou a diminuer ensemble
- Si Cov(X,Y) est négative = X tend a augmenter, 1’autre diminue.

-Si Cov(X,Y) = 0 = X et Y sont non corrélés

3.12.1 Propriétés de la covariance

Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

Cov(X,X) =V(X)

Cov(a,X)=0

Cov(aX + bY,cZ +dW) = acC(X,Z) + adCov(X,W) + bcCov(Y,Z) +
bdCov(Y,W)

Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z) + b Cov(Y,Z)

Cov(X,cZ+dW) =cCov(X,Z) +d Cov(X,W)

VX +Y) =V(X) + V() + 2Cov(X,Y)

V(aX + bY) = a?V(X) + b2V(Y) + 2.a.bCov(X,Y)

si X et Y sont indépendantes alors V(X +Y) =V(X) + V(Y)

YV VYV

YV V VY

3.13 Le Coefficient de corrélation linéaire
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Cov(X,)Y)
r=CorrX,¥Y)=—= (-1<r<1)
Ox.0y

Le coefficient de corrélation sert a mesurer le degré de liaison linéaire entre X et Y.

> r > 0 signifie X et Y tendent & augmenter ou a diminuer ensemble.
> r < 0 signifie X tend a augmenter, 1’autre diminue.
> r — 0 la relation linéaire est faible.
r = +1 signifie une corrélation parfaite et X et Y sont liés par une relation

>
Y=aX+b (r=+41 si a>D0).

Le coefficient de corrélation linéaire quantifie la force du lien linéaire entre X et Y.

> Sir = 1our = —1,alorsil existe deuxréelsaetbtelsqueY =aX + b Y dépend
affinement de X.

> Si au contraire r est proche de 0, alors X et Y ne dépendent pas affinement 1'un
de 'autre.(il n’y a pas de corrélation entre X et Y)

3.14 Loi de la somme de deux variables aléatoires
discretes (Produit de Convolution)

3.14.1Définition Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes discrétes.
Laloide Z = X +Y est donnée par :

P(Z=2)= Z PX=xY=2—x)= Z P(X = x).P(Y = 7 — x)
x€X(Q),Y(Q) xEX(Q),xEY(Q)

Exemple X etY deux v.a. indépendantes discretes
1- X ~ Poisson(d) et Y ~» Poisson(u)
Montrer que X + Y ~» Poisson(A + p)
2- X ~»B(n,p) et Y ~ B(m,p)
Montrer que X + Y ~ B(n + m,p)

3- X »G(p) et Y ~»G(p), Déterminer laloide Z = X + Y.
Solution

e—llx e—u#z—x

1- PZ=2)=Y,_oPX=x).PY=2z—x) =%,

x! (z—x)!
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Ax Z=X 4l e—(/1+u) z e—(A+u)
— ,—(A+w — X)X, Z—X — z
- ¢ Zx'(z—x)' z! z! ZCZA‘M z! 4+ p)

X+Y Pmsson(/’l + 1) (la stabilité de la loi par rapport a la somme)

2- P(Z = Z) = Zosxsn et0<z—xs<m Cécpxqz—xcﬁrclpz—xqm—z+x

— z Cralccﬁl—xpzq(rﬁm)—z — Cﬁ+mpzq(n+m)—z

x=0

Z=X+Y~Bn+m,p) (lastabilitéde la loi par rapport a la somme)

3

Z(Q) ={0,......... ,n+m}

P(Z =2z) =XZipq* 'pq” ™ =p?XiTiq" Tt = p*q" Mz — 1)

3.14.2 Proposition_Soient X et Y deux v.a. indépendantes

1

X ~B(n,p) et Y ~»B(m,p) alors: X+Y ~B(n+m,p)

2- X ~ Poisson(A) et Y ~ Poisson(u) alors : X +Y ~ Poisson(A + )

3.14.3Proposition  Si X et Y sont indépendantes alors :

Exemple Calculer de deux manieres la loi de la somme de deux variables aléatoires

Gx4y(t) = Gx(£). Gy (1)
My 1y (t) = My(t). My(t)

indépendantes

Lorsque :

1- X~ B(p) et Y ~ B(p)
2- X ~»B(n,p) et Y ~ B(m,p)
3- X ~ Poisson(A) et Y ~ Poisson(u)

Corrigé

1- X~ B(p) et Y ~ B(p)

(i)

Calcul direct :

X)) =YQ)={01} et Z(Q)={012}

P(Z=0)=PX=0,Y=0)=PX=0)P(Y=0) =q®=CIp°?
PZ=1)=PX=0,Y=1)+PX=1Y=0) =2pq=Cip.q
P(Z=2)=PX=1Y=1) =PX=1)P(Y=1) =p? =C?p?q°
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(i) En utilisant Gx(t):

1

Gy(t) = E(t¥) = z thkP(X = k) = q + tp =Gy (t)
k=0

Gz(t) = Gxiy(t) = (q + tp)?
On reconnait la fonction génératrice d’une loi Binomiale de paramétres 2 etp .

2- X ~»B(n,p) et Y ~ B(m,p)

0] Calcul direct :
P(Z — Z) — z C,fpxqz_xc,ﬁpz_xqm_”x

0sxsn et0<z—x=<m

VA
X ~Z—X — _
— z CnCm pzq(n+m) z _ C€+mpzq(n+m) z

x=0
Z=X+Y~Bn+m,p)
(i) En utilisant Gx(t):

Gx(t) = E(t*) = (g + tp)"
Gy() = E(t") = (g +tp)™
Gz(t) = Gy (8) = (g + tp)™*™
On reconnait la fonction génératrice d’une loi Binomiale de paramétres n + m etp .

3- X ~ Poisson(A) et Y ~ Poisson(u)

Q) Calcul direct :

z

P(Z=z)=ZZ:P(X=x).P(Y:z—x):Z
x=0

x=0

e—)%x e—u'uz—x

x! (z—2x)!

G Ax zZ—x —(/1+u) z e—(A+u)
— p—(A+u X)X, Z=X — z
- ¢ Zx'(z—x)' 2 7 Z)Cz/l,u z! 4+ w0
x=

X+Y Pmsson(/l + u) (la stabilité de la loi par rapport a la somme)

(i) En utilisant Gk (t):

+0o0 +00
e Ak (At)*
Gx(t) = E(t¥) = E tk o =e4 E = e ekt
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+0oo +00
Gy(t) = E(tY) = E L E (o) = e HeMt
k! k!
k=0 k=0

GZ(t) = GX+y(t) = e_(/’H_“)e(A"'ﬂ)t

Qui est la fonction génératrice d 'une loi de Poisson de parametres A + i .

3.15 Exercices

3.15.1 Exercice Une urne contient 3 boules dont une est numérotée 1 et les autres 2.
On tire successivement et sans remise 2 boules de I'urne. Soient X la v.a.égale
au numéro obtenu au 1° tirage et ¥ la v.a.égale au numéro obtenu au 2°™ tirage.

Déterminer la loi de (X ,Y).

Calculer Cov(X,Y).

3.15.2 Exercice Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On tire au hasard
successivement et avec remise 2 boules. Soient X le numéro de la premiére boule
tirée, Y le numéro de la deuxieme boule et Z le plus grand des deux numéros
obtenus.

Déterminer la loi de (X ,Y).

Déterminer la loi de (X, 2).

Déterminer les lois marginales de X et Y.

3.15.3 Exercice Une boite contient 6 transistors, dont 1 de marque A, 2 de marque B
et 3 de marque C.

Deux transistors sont tirés simultanément au hasard.

Soit X (respectivement Y) le nombre de transistors de marque A (respectivement de marque B
) parmi les deux tirés.

Déterminer la loi du couple, ainsi que les lois marginales

X et Y sont-elles indépendantes ? justifier.

Calculer P(X =Y).

Calculer Fx y(0.5,-0.6) ,Fxy(0.2,0.33) ,Fxy(2,1.5), Fxy(3,5)

On pose Z=X.Y , W=X-Y. Dresser le tableau de la loi conjointe du couple
z,w).

3.15.4 Exercice Le tableau suivant donne une partie de la loi conjointe d’un couple
de variable aléatoires discretes (X,Y)
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Loi de X
Y=- Y=1 Y=2
X=-2 0.2 ? ? 0.45=P(X=-2)
X=0 ? ? 0.05 ?
1 0.2 ? ? ?
LoideY 0.5 0.3 0.2 1

Nous avons aussi la loi conditionnelle de Y sachant X = 1, donnée par :
2
P(Y=—1/X=1)=§ , P=1/X=1)=0

1- Déterminer P(X = 1)

2- Compléter le tableau ci-dessus.

3- Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Y = 1. En déduire E(X/Y = 1).
4- Calculer Cov(X,Y). Les variables X et Y sont — elles indépendantes ?

2

3.15.5 Exercice Soit X une v.a. discréte de loi : P(X = 1) = ; PX=2)=]3

Yuneva.telleque:Y/X =x ~B (x, %),x =1,2.

1- Déterminer la loi de (X,Y).
2- Calculer E(Y) sans passer par la loide Y, .

3.15.6 Exercice Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes dont la loi jointe est
partiellement donnée dans le tableau ci-dessous :

X=1 X=4 X=5 X=6
Y=1 0.025 0.075
Y=2
Y=3 0.05 0.05 0.2

On dispose des informations suivantes, permettant de connaitre complétement cette loi jointe.

i- La fonction génératrice des moments de X, Gy(t) =0,15ef+ 0,2e*t + 0,3e°" +
0,35¢e°t.
ii- La fonction génératrice des moments de Y, Gy (t) = 0,2et + 0,3e2t + 0,5e°*.
iii- P(X=1, Y=2) = P(X=6 , Y=2)=p
1- A l’aide des informations suivantes, compléter le tableau de la loi jointe.
2- Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? NON
3- Calculer les probabilités suivantes : P(Y = 2),P(Y = 2/X = 1).
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3.15.7 Exercice On considére deux variables aléatoires X et ¥ définie sur un méme
espace probabilisé. On donne la loi de X sous forme de tableau :
x -5 -2 0 2 5

P(X=x) |1/10 7/30 1/3 7/30 1/10

On suppose Y = X? + 1
Donner la loi du couple (X,Y)

3.15.8 Exercice On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes
identiquement distribuées suivant chacune la loi Géométrique de paramétre (p)
Pl <1,lql <1
1- Déterminer P(X =Y).
2- Déterminer P(X < Y).

3.15.9 Exercice Soit (X,Y) un couple de variables aléatoire discrétes indépendantes
de loi conjointe définie par :

PX=xY=y)=c|lx—y], x€{0,1}ety e {-1,0,1}

1- Vérifier que ¢ = %

2- Déterminer la loi du couple (X,Y).

3- Déterminer les lois marginales de X et Y.

4- Déterminer la fonction de répartition F(x,y). Déduire F(0.5;0.5).
5- Calculer [(X < %) n( > —1)] et P[(X <0.5)n (Y = 0.5)].

6- X etY sont — elles indépendantes ?

7- Calculer Cov(X,Y).

8- Calculer E(e¥) et E(Y/X = 0).

9- Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Y = 0.

10- Déterminer dans un tableau la loi de X +Y.

3.15.10 Exercice La fonction de répartition de deux v.a. discrétes X et Y est
donnée comme suit :
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(L o1y =1
g *T YT
> =1 =2
Fxy(x,y) =48 =LY E
2
S ox=2,y=1
g *TY
\1 x=2,y=2

1- Déterminer la loi conjointe Pyy (x,y).
2- Déterminer la loi marginale de X.
3- Déterminer la loi marginale de Y.

3.16 Solutions des exercices

Solution de I’exercice 3.15.1
les boules numérotées :1 ,2, 2’
1- Tirage successif de 2 boules sans remise
Q={(1,2)(1,2)(2,1)(2,2)(2',1)(2',2)}
|Q] = A% = 6=nombre de cas possible

X(Q) =Y ={1,2}

Y
1 2
X

Loide X
1 o 2/6 1/3
2 2/6 2/6 2/3
LoideY 1/3 2/3 1
mx—1Y—D—AH%—2
ST AR e
2- Cov(X,Y) = E(X.Y)—E(X).E(Y)
E@W@—110+122+212+222—16—8
Y)=1.1. 27t2lo+220=—=3
E@)—11+22—5—EY
=lgtzz=g=EW)

8 25
Cov(X,Y) = 3”9 -0.11

9
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Solution de I’exercice 3.15.2
Tirage successif de 2 boules avec remise

0 ={(11),(1,2),(1,3)(149(21)(22)(23)2HBDE2B3)EBH(41)(4.2)(4.3)(4.4)}

|Q] =nP = 42 =16 cas possible

11x1t
16

PX=1Y=1) = = %=1/4 1/4

X(Q)=Y(Q)=1{1,23,4}

\
Loi de X
X 1 2 3 4
1 1/16 1/16 1/16 1/16 Ya
2 1/16 1/16 1/16 1/16 Ya
3 1/16 1/16 1/16 1/16 Ya
4 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
Loide Y 1/4 1/4 1/4 1/4 1
2-
Z le plus grand des deux numéros = Z(Q) = {1, 2, 3,4}
N
X 1 2 3 4
1 1/16 1/16 1/16 1/16
2 0 2/16 1/16 16
3 0 0 3/16 1/16
4 0 0 0 4/16

1
PX=1Z=1)=PX=1Y=1)=—

PX=1Z=2)=PX=1Y=2)=1/16
P(X=3,Z=3)=?
X=3etY=12,3
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1131 3

16 16

PX=3,Y=3)=

Solution de I’exercice 3.15.3 A,B,B,C,C,C

Tirage simultané de 2 transistors. Donc |Q] = CZ2 = 15

X : le nombre de transistors de marque A ; X(Q) = {0,1}
Y : le nombre de transistors de marque B ; Y (Q) = {0,1,2}

Y
Loide X
X 0 1 2

0 3/15 6/15 1/15 10/15
1 3/15 2/15 0 5/15
LoideY 6/15 8/15 1/15 1
P(X=0Y=0)
= {aucun transistor de marque et aucun transistor de marque B}
6
15 15
P(X =0,Y = 1) = P(aucun transistor de marque et 1 de marque B) =
C5C3
= P(1de marque C et 1 de marque B) = 223 = 6/15
6
P(X =1,Y = 2) = P(avoir 1 transistor de marque A et 2 de marque B)
= impossible)
c: 3 C;C3 6
PX=0,Y=0=—=—, P(X=0Y=1) = =—
( ) c¢ 15 ( ) CZ 15

1- XetY ne sont pas indépendantes puisque :
PX=1,Yy=2)=0#P(X=1)xXP(Y =2)

2- PX=Y)=PX=0,Y=0+PX=1Y=1)=5/15

3- Fyy(0.5,-0.6) = P(X <0.5,Y <—0.6) =0
Fyy(0.2,033) = P(X=0,Y =0) =0

14
FX,Y(Z ,1.5) = 1— FX,Y(3 ,5) =1

5’

4

X(Q) ={0,1} et Y(Q) ={0,1,2}

Z=XY ,W=X-Y
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Z(Q) ={0,1,2} = 00/01] 02 | 1.0 |[1.1[1.2
0] 0 0 0 |1 2

wQ) ={-2,-101} = 0-0 |0-1 [02 |1-0(1-1]1-2

N
Z -2 -1 0 1 Loide Z
0 1/15 6/15 3/15 3/15 13/15
1 0 0 2/15 0 2/15
2 0 0 0 0 0
Loide W 1/15 6/15 5/15 3/15 1

P(Z=0W=-2)=P(X=0,Y=2)=1/15
PZ=0W=-1)=P(X=0,Y=1) =6/15
P(Z=0,W=0)=P(X=0,Y=0)=3/15
P(Z=0W=1)=P(X=1Y=0)=3/15
PZ=1W=-2)=0, PZ=1W=-1)=0
PZ=1LW=0)=PX=1Y=1)=2/15
PZ=1LW=1)=0
PZ=2W=-1)=P(X=1Y=2)=0
P(Z=2W=-2)=0
P(Z=2W=0)=0
PZ=2W=1)=0

Solution de I’exercice 3.15.4
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Y
Loide X
X -1 1 2

-2 0.2 0.2 0.05 0.45

0 0.1 0.1 0.05 0.25

1 0.2 0 0.1 0.3
LoideY 0.5 0.3 0.2 1

_ _ _2 P(X=1Y=-1)_ 02
1- PY=-1/X=1)= 3C ooy Troon = 066
P(X=1) 0.2 0.3
e = = — = (.
0.66
PX=1Y=1) _ PR
PY=1/X=1)=0 & PR=T) =0=>PX=1Y=1=0
2- LoideX sachantY =1
X i) 0 1 EXX/)Y=1)
P(X=x/Y =1) 2/3 13 0 -4/3

PX=-2Y=1)
P(Y =1) -

P(X=-2/Y=1) =

3- Cov(X,Y) = E(XY) — E(X).E(Y)

E(XY) = Z Z x.yPX=xY=y)=-0.2
x€EX(Q) yeyY(Q)

E(X)=-06 etE(Y)=0.2
Cov(X,Y) = —-0.08 =0
Puisque la covariance est dif férente de 0 ,donc X et Y ne sont pas indépendantes.

Solution de I’exercice 3.15.5
1
Ona..Y/X—x'vB(x,E)
-Six=1Y/X=1~ B(l,%) ce qui donne : Y(Q) = {0,1}

Donc: P(Y = O/X =1) = C{) G)O (%)1_0 :% =
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P(y_O/X_l)_P(le,Y=0)_1
- S PX=1 2
D’oﬁ:P(X=1,Y=O)=%.P(X=1)=1/6
On fait de méme pour :
n 171 4
Por=1/x=1=c() ;) =;=
P(Y—1/X—1)—P(X=1’Y=1)—1
- S PX=1 2
D’oﬁ:P(le,Yz1)=%.P(X=1)=1/6
—Six=2,Y/X=2'vB(Z,%)cequidonne:Y(Q)={0,1,2}
10 /11270 1
Donc:P(Y =0/x=2)=c8(3) (3) ==
PX=2Y=0) 1
PY= X=2= — —
r=0/ ) P(X =2) 4
D’oﬁ:P(XzZ,YzO)zi.P(XzZ)=2/12
PourY =1.
1\t o1
= = = 1(Z —_ = —
PY=1/x=2) 62(2) (2) 5 =
P(y_l/X_z)_P(Xzz,Yzl)_l
- YT p(x=2) 2
D’oﬁ:P(X=2,Y=1)=%.P(X=2)=2/6
PourY = 2:
1\ /1\%72 1
_ — —r2(_ _ —
P(Y=2/X=2)=C(} (2) (2) 7=
P(y_Z/X_Z)_P(X=2,Y=2)_1
- ST PX=2) 4

D’ou:P(X =2,Y = 2) =i P(X=2)=2/12

On Déduit que Y(Q) = {0,1,2}

Le tableau de la loi conjointe est le suivant :
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Y
Loi de X
X 0 1 2

1 1/6 1/6 0 2/6
2 1/6 2/6 1/6 4/6
Loide Y 2/6 3/6 1/6 1

1- Calculer E(Y) sans passer par la loi de Y

1¢¢ Méthode :
EY)=E(E(Y/X)) = z E(Y/X=x).P(X =x)

Il faut déterminer E(Y /X) ?

Y 0 1 2 E(Y/X)
PY=y/X=1)|12 12 0 1/2 = E(Y/X =1)
PY=y/X=2)]|1/4 2/4 1/4 1= EY/X=2)

Par conséquent :

E(Y)=E(E(Y/X)) = Z E(Y/X=x).P(X =x)

1 PX=1)+1 P(X—Z)—1 1+2—5
2 B ' 233 6
2éme Méthode :
EY)=E(E(Y/X))=E (X) = 1E(X) e +2 2] _5
B -2/ 2 213 73] 6
Solution de ’exercice 3.15.6  _La fonction génératrice des moments de X,
Gx(t) = Z e™.P(X = x)

x€X(Q)

= 0,15et + 0,2e*t + 0,3e° + 0,35¢°¢.

La fonction génératrice des moments de Y, Gy (t) = Xyeyqye™.P(Y = y)

= 0,2e! + 0,3e?t 4+ 0,5¢°¢
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X=1 X=4 X=5 X=6 LoideY
Y=1 0.025 0.025 0.075 0.075 0.2
Y=2 0.075 0.125 0.025 0.075 0.3
Y=6 0.05 0.05 0.2 0.2 0.5
Loide X 0.15 0.2 0.3 0.35 1

PX=1,Y=2)=PX=6Y=2)=7p

2p 4+ 0.125 + 0.025 = 0.3 = 2p = 0.3 — 0.025 — 0.125 = 0.15 = p = 0.075
1- XetY nesontpasindépendantescar: P(X =1,Y =1) # P(X =1).P(Y = 1)
2-
P(Y=2)=P(Y =2)+P(Y =6) =0.8
P(Y=2X=1) PY=2X=1)+P(Y=6X=1)
PX=1) 0.15 B

_ 0.07540.05 083
- 0.15 o

P(Y=2/X =1) =

Solution de ’exercice 3.15.7

Y(Q) ={26,5,1,5,26} =

Solution de I’exercice 3.15.8

Y
X 1 5 26
-5 0 0 1/10
-2 0 7/30 0
0 1/3 0 0
2 0 7/30 0
5 0 0 1/10
Y =X*+1
1+ -5%+1 5# —5%+1 26 =-5%+1

I-PX =Y) = Yyexy PX =x,Y =x) puisqueX =Y




Chapitre 3 : Couples de variables aléatoires discrétes

2

p

2 2 2
— x—1 x-1 _ 2 2 x—1=p_2 2 xzp_ q
qu -pq p Z(q) PRI L pap

x21 x21 x21

2

1—q

2-
P(X = x) :ZP(X —xY =7y)
y=21
P(X <Y) =ZP(X<y,Y=y)
y=1
PX<y)=PX<y—-1)=1-¢>1
Donc: P(X <Y) = 2(1 - ¢* (g™ = Z A ) L
k=1 k=1
p p
=2 g -5 (e =
qul q k=1
p q p ¢ p _1-¢*-p _q-q¢*_ q(1-q)

=1-

Tql-q q*1-¢? 1-q¢2 1-g¢?

Solution de I’exercice 3.15.9
1- PX=xY=y)=c|lx—y|, x€{0,1}ety € {—-1,0,1}

1 1 1

Z ZP(X=x,Y=y)=1(:)cz|—y|+|1—y|=1(:)c(1+|2|+1+1)=1(:)5c

y=—1x=0 y=-1

1 1
= = = —
75

La loi du couple (X,Y):

T1-¢ G-9U+q 1+g

Y=-1 Y=0 Y=1 Loide X
X=0 1/5 0 1/5 2/5
X=1 2/5 1/5 0 3/5
LoideY 3/5 1/5 1/5 1

1
P(X=x.Y=y)=§Ix—y|
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1 1
P =0Y=-D=0—(-D|=¢

4-La fonction de répartition F(x,y) :

1*Cas:x <0ouy<-1: F(x,y)=0

2emeCas: 0<x<1let—-1<y<0
Hmw=Pu=aY=—n=%
3 éme Cas: 0<x<letlO<y<l1
F@J%:HXzaYz—D+P@=QY=®=§
4emeCas: 0<x<lety=>1
wa=P@=QY=—D+P@=QY=®+P@=QY=Dz%
5émecCas: x=>1et -1<y<0
Hmw:PM:QY:—D+PW=LY=—D=§

6emeCas: x>1et 0<y<1

Flx,y)=PX=0Y=-1D)+PX=1,Y=-1)+PX=1,Y=0+PX=1Y=-1)
4
~5
7émecCas: x=>1ety=>1

F(x,y)=1

, x<0ouy<-1

)

mUll Bl Wwn| NV R =R o

, 0<x<let—1<y<0
, 0<x<letO<y<1
F(x,y) = 0<x<lety=>1

, x=>1let —-1<y<0

) x=21let0<y<1
, x=>lety=>1

0 si x<0

F(x) = LiIP F(x,y) = si 0<x<1
y—) [0¢]

= Ul N

Si x=>1
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0 si y<-—1

2si—1<y<0

F(y) = Lim F(x,y)=!45 _
Xt lg si 0<y<1

1 si y=1
5_
1

Déduire F(0.5;0.5) = ¢

Caleuler P[(X <2)n (¥ > -1)] =P(X=0,Y =0) +P(X =0,y =1) =0+ =3

P[(X<05)n(Y=05)]=0

X et Y ne sont pas indépendantes car P(X = x,Y =y) # PX =x) «P(Y = y)

7-Cov(X,Y) = E(X.Y) —E(X).E(Y) = _%

2 3 2
E(X-Y)=—§ ;E(X)=§; E(Y):—g

8-E(e") =Yj-1e"PY =y)=e P =-1)+P¥ =0)+e'P(Y =1) =

— 3 -1 1 —
= ge + 3 + e.g =
E(e¥) =096
Calculer EY/X=0) :
y -1 0 1 E(Y/X=0)
P(Y/X = 0) 1/2 0 1/2 0
9-
x 0 1 E(X/Y = 0)
P(X/Y =0) 0 1 1
11- laloide Z=X+Y:
z -1 0 1 2
P(Z =2z) 1/5 2/5 2/5 0

Solution de ’exercice 3.15.10

la loi conjointe Pyy (x,y) est obtenue a partir de la relation :
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FX‘y(a, b) = P(X S a,Y S b) = E ny(x,y)
x<a y<b
Ainsi :

FX,Y(lﬁl) = ny(lrl) =1/8

5
Fxy(1,2) = Pxy(1,1) + Pxy(1,2) = 3 = Pyy(1,2) =

|

Uy

2
Fxy(2,1) = Pxy(1,1) + Pxy(2,1) = 3 = Pxy(2,1) = 3

2
FX’y(Z,Z) = ny(l,l) + ny(l,Z) + ny(z,l) + ny(Z,Z) = 1 - ny(Z,Z) = §

la loi conjointe Pyy(x,y) devient :

Y=1 =2 Loide X
=1 1/8 1/2 5/8
X= 1/8 1/4 3/8
LoideY 1/4 3/4 1
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Chapitre 4

4 Couples de variables aléatoires continues

Au chapitre 2, nous avons présenté les variables aléatoires continues. Pour simplifier les choses,
nous avons mentionné que lorsque nous passons des variables aléatoires discrétes aux variables
aléatoires continues, deux choses se produisent : les sommes deviennent des intégrales et les
Probabilités deviennent des densités. La méme chose peut étre répétée lorsque nous parlons de
distributions conjointes : les (doubles) sommes deviennent des (doubles) intégrales, et les lois
conjointes deviennent des densités conjointes. Notez que la fonction de répartition a la méme
définition pour tous les types de variables aléatoires. L'expérience montre que les étudiants
peuvent généralement apprendre sans trop de difficultés les concepts qui sous-tendent les
variables aléatoires continues conjointes ; cependant, ils rencontrent parfois des problémes
lorsqu'ils traitent des intégrales doubles. En d'autres termes, lors de la discussion sur les
distributions continues conjointes, les problémes des étudiants sont souvent liés au calcul a
plusieurs variables plutot qu'a leur manque de compréhension des concepts de probabilité. La
bonne nouvelle est que, dans la pratique, nous n'avons pas souvent besoin d'évaluer des
intégrales multiples. Néanmoins, comme cette partie repose sur une bonne connaissance du
calcul a plusieurs variables, nous vous recommandons de revoir rapidement les intégrales
doubles et les dérivées partielles au cas ou vous ne les auriez pas abordées récemment. Nous
n'aurons que trés peu besoin des concepts de calcul et notre objectif ici est de nous concentrer
sur les probabilités. Dans cette section, nous discuterons des distributions continues conjointes.
Comme les idées qui sous-tendent la théorie sont trés analogues a celles des variables aléatoires
discretes conjointes, nous présenterons rapidement les principaux concepts, puis nous nous
concentrerons sur des exemples.
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4.1 Densité de probabilité conjointe

Nous définirons ici les variables aléatoires conjointement continues. Fondamentalement, deux
variables aléatoires sont conjointement continues si elles ont une densité de probabilité
conjointe telle que définie ci-dessous.

4.1.1 Définition  On appelle fonction de densité de probabilité conjointe du
couple(X, Y), la fonction positive f(x,y) définie sur R? si elle vérifie :

fry(x,y) = f_:o .I::of(x, y)dxdy =1

4.2 Densités marginales : Les densités marginales de X et ¥ sont données
respectivement par :

) = [T feondy et fr() =17 flx,y)dx

Remarque 4.2.1 Si (X,Y) un couple de v.a. continue alors : V (X,Y) € R?:

PX=xY=y)=PX<x,Y=y)=PX=x,Y<y)=ivnn..=0

4.3 Indépendance de deux variables aléatoires
continues

X et Y sont indépendantes & f(x,y) = fx(x).fy(y)

Exemple

T x,y>0
, sinon

kxe~

ey ={}

k un réel positif

1- Déterminer les densités marginales de X et Y.
2- XetY sont-elles indépendantes ?

Solution
2xe *e™  x,y>0
1- , ={ :
fxy) 0 , sinon
flx,y) =2e % .xe ™™ x,y >0

fxy(ay) = (). f(y)
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fx(x)=xe™*, x>0
fry) =272, y>0
2- Comme fx y(x,y) = f(x).f(y) on conclut que X et Y sont indépendantes

4.4 Fonction de répartition d’un couple continue

Soit (X, Y)un couple de variable aléatoire continue
On appelle Fy y(x, y) fonction de répartition du couple (X,Y) est définie par :

V(xy) R Fyy(x,y) =PX <x,Y <y) = fy Ux f(u,v)dul dv

= f; l f:o f(u, v)dvl du

C'est une fonction continue admettant des dérivées secondes continues et on a:

02F
m(x'ﬁ =f(x,y)

L'ordre de dérivation n'a pas d'importance; d'aprés le théoréme Schwarz en tout point (x,y)

ou les dérivées partielles secondes sont continues on a:
0%F 0%F
dyodx (xy) = 0xdy (xy)

4.5 Fonctions de répartition marginales
Fy(x) = j:of(t)dt = j:o U_:of(u, v)dvl dx = yl;i)erF(x, y)

Fy(y) = jy f(®)dt =jy If+oof(u,v)du dv = xl;ierF(x,y)

Exemple Soit (X, Y)un couple de variable aléatoire continue de densité

fy)=x+y, (x,y) €[01] x[01]
Déterminer la fonction de répartition de (X, Y).

Solution

1 Cas:x<0ouy<0: F(x,y)=0

2emeCas: 0<x<let0<y<1
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y X yuz x y xz
F(x;}I)=f f(U+v)du dv=f — 4+ vu dv:f — 4+ vx
0 0 0 2 0 2
0
2 2
_yx LY
=7 +x2
3 éme Cas: 0<x<1lety=>1
1 X x
F(x,y)=f f(u+v)duldv=F(x,1)=§(x+1)
0 0

4émeCas: x>1et0<y<1

17y
F(x,y)=f jo(u+v)dvldu=F(1,y)=%(y+1)

0
5emeCas: x>1 ety=>1

1,1
F(x,y)zf U (u+v)dvl du=F(1,1) =1
o LJo

( 0 , x<Oouy<o0
x2 2
y7+xy7 , 0<x<let0<y<1
x
F(x,y)=<z(x+1) , 0<x<1ety>1
%(y+1) ,x=let0<y<1
1 , x=1ety=>1
0 si x<0
Fx)={5;&+1) si 0<x<1
1 Si x=>1

0 si y<o0

F(y) = g(y+1) si
1 si y=1

0<y<i1

4.6 Lois Conditionnelles

4.6.1 Définition On appelle densité conditionnelle de X sachant Y = y la fonction notée :
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_f(xy)
fxpr=y(x) = 70 fr(y) #0

+o0
fx/v=y est positive, continue et f fxy=ydx =1
Et la densité conditionnelle de Y sachant X = x la fonction notée :

_fxy)
fy/x=x(J’) = —fx(x) » fx(x)#0

Exemple f(x,y)== ,0<x<2 et 0<Sy<x

Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = x et la loi de Y sachant X = x

Corrigé

Support de f

D’abord il faut déterminer les densités marginales :

3
fX(x)zf;‘%dy:x:, 0<x<2




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

2 xy y

FO)= | Tax=3@-y?, 0sys2
y

fy) x.y 2x

0,2], fxv= = - -
e R 7 Ry AR S

X, X. 2
en_xy 2 gyen

Vx € [0,2], fY/X=x(y) = fX(y) x3 x
4

4.7 Espérances et Espérance Conditionnelles

1- Soit g: R*? — R, si E(g(X, Y))existe alors:

o) = [ | aGnreydudy

En particulier : E(X) = [ ["® xf(x,y)dxdy = [ xf (x)dx

2- Les moments d’ordres p,q est donnée par :

+00 400
E(Xqu)zf f xPyif(x,y)dxdy

En particulier : E(XY) = f_t:o f_Jr;o xyf (x,y)dxdy

4.7.1 Définition On appelle espérance conditionnelle de X sachant (Y =y) la
variable aléatoire donnée par :

EQX/Y =y) = f Xfx ey () dx

De la méme maniére on définit I’espérance conditionnelle de X sachant (X = x)sachant
(Y = y) la variable aléatoire donnée par :

+ oo

EY/X=x)= f Vv/x=xy)dy

4.8 Transformation de couples aléatoires continues

Soit (X, Y)un couple aléatoire de densité f y, on se propose de déterminer la densité du couple
U,V) = (@1(X, ), 02 (X, 1))

On considére I’application ¢: A € R* — D c R?

X, Y) — oY) =(U,V)
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Supposée de classe C1.
Le couple (U,V) = ¢(X,Y) admet pour densité :
f(U,V) ('LL, U) = f(X,Y) ((p—l(u, U)) |](p_1|
Ou J,-1 = le déterminant de la matrice jacobienne
0X 0X
Joa = ou av
¢ aY ay
ou av
Exemple  fyy(x,y) =e ® | x>0ety>0

Déterminer la loi du couple (X +Y,X —Y)

Onpose:U=X+Y, V=X-Y

_uxv
oy Zxly = 0=
11
o=t = % % :_%
2 2

fur @) = fan (@™ W, v)). ] 1|

u

u+v u—v) 1 1

=fon (5 77) 772

1
fov(u,v) =§e‘” v<uetv>—u
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Les lois marginales de U et V

fulu) = 5" f >0
((T°1
If —e‘”du, v>0
fo@) =4j;m1
L e ¥, v<0
2
-V
1
Ee‘” L v>0
- )1
Ee” , v<0
1
=Ee_|”|,v>0

4.9 Loi de la somme de deux variables aléatoires
continues

4.9.1 Définition : Soient X et Y deux v.a. indépendantes continues de densité respectivement
fx et fy alors :

X + Y est continues de densité :

&@=&w@=f Fe GO fy(z — x)dx

Exemple

a- Somme de 2 lois Uniformes indépendantes sur [0, 1]
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support de £

1Cas: 0<z<1: fZ(z)=fOde=z

2™ Cas:1<z<2: fZ(z)=le_1dx=2—z
o0, z<0
z, 0<z<1
@D =12"%, 1<z<2
0, z=2

b- Somme de 2 lois exponentielle indépendantes :

X ~ Exp(1) etY ~ Exp(4)

15
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support de £

f7(2) = f+oofx(x).fy(z — x)dx = Ve fzdx , z>0
oo 0

Azze—Az
= , z=>0

re)
Donc: Z=X+Y ~y(2,1)

c¢— Somme de lois Normales Centrées réduites :

X~N(0,1) etY ~N(0,1)

te x* 1 (z—x)* 1 +oo 1 2, 2 2
z) = —e 2.—e 2 dx=— e 2 HE 22X gy
f2(2) .]._oo V2 V2m 2m J_,
400 5 2 2 2
:zi R zi fe—(x o) zi fe_[(x_g) e
TJ)_o T T

1 _z _(x_z)z 1 _z2 2 1z
=—e 4 | e 2) dx =—ce 4Je‘”du=—.e 4, zeR
21 2m 2T

On reconnait la densité d’une loi normale de moyenne 0 et de variance 1

oo 2 e 2 too 1 1
f e Xdx = Zf e Ydx = f U 2e ¥%du = [‘(5) =T

Résultas

X ~y(aq,b) etY ~»y(ay, b) alors X +Y ~y(a, + ay, b)

X ~ N(my,02) etY ~ N(my,0%) alors X +Y ~ N(m; + m, ,0%+0%)
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4.10 Exercices

4.10.1 Exercice Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de densité
définie par :

x| 1,2\ o
f(x,y)=ﬁexp(—|x|—ixy) si x,yER

La distribution conditionnelle de Y sachant X = x est une distribution Normal de parameétres

m=0et 6°= x2.

frrx=x(¥) - Y i 1( 2y?)
= = exp ——=| /— | = —exp — - (X
X X

a) Trouver la densité marginale de X ?
b) Calculer la function de répartition de X ?
c) Trouver E(X) et V(X).

4.10.2 Exercice Soient (X, Y) un couple de variables aléatoires continues définie sur
10,1 % ]1, e[ de densité définie par :

flay) = k§ si (6y) € [0,1] x [1,e]

1- Déterminer la constante k, pour que f soit une densité de probabilité.
o- Calculer P(X = 1,Y < 2),P (X >2Y > 2)
3- Déterminer la fonction de répartition Fy y(x, y) ensuite déduire

P(Gsxswz)n(lsysz))-

4 Vérifiezque,P(X>%,Y> 2) + 1—P(X§§,Ysz)

4.10.3 Exercice Soient (X, Y) un couple de variables aléatoires continues de densité

fO,y)=k(x+y), O0<x<let—1<y<l1

1- Déterminer la constante k.
2- Déterminer la loi marginale de Y.
3- Déterminer la densité conditionnelle de X sachant Y = y.

4- Calculer P (X <i/Y= 0) et E(2X/Y = 0).

4.10.4 Exercice _Soient (X, Y) un couple de variables aléatoires continues de densité
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flx,y)=24xy , 0<x<let0<y<1l-x
Calculer P(Y < X/X = 1/3).

4.10.5 Exercice _ La densité de X est donnée par :

1
f(x) — E 0 <x< 2
0 sinon

Et Y sachant X = x est uniformément distribué sur [x, 2x].

1- Déterminer la loi jointe f(x, y).

2- Trouver P(Y < 1).
3- Calculer E(Y).
4.10.6 Exercice Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de densité
6e~ 23 x,y>0
x,y) = ;
fxy) {0 , sinon
1- X etY sont elles indépendantes ?
2- Trouvez E(Y/X > 2).
3- Trouvez P(X >Y).

4.10.7 Exercice Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires continues de densité
8
— < x < <y <
f(x,y):{3xy 0<x<1, x<y<2x
0 sinon

Calculer la covariance de X et Y.

4.10.8 Exercice Soit

(1 0<lyl<x<1
floy) = {O sinon

Déterminer E(X/Y) et E(Y/X)
4.10.9 Exercice Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de fonction de
répartition :

—_ X _ p—by —(x+by) i > >
F(x,y):{l e eV te si .x_Oety_O avech > 0
0 sinon

1- Pour cette on pose b = 1. Calculer les probabilités suivantes :

P(X=1Dn¥<2);P(X<2)n(Y<2)); PX<1)
2- Déterminer Fy(x) et Fy(y).que peut-on déduire du couple (X,Y).
On consideére pour la suite : b = 2.

3- Déterminer la densité du couple (X, Y).déduire la loi de X.

4- Déterminer la densité conditionnelle de Y sachant que X = 1. Assurez-vous de
I'indépendance de Xet Y .

5- Calculer: P(X <Y <1)
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6- Déterminer la loi de %

4.10.10 Exercice

Soit la fonction jointe des deux variables aléatoires X et Y :
2
fay)=—e™, x>0, 0<ys<x

1- Trouver la loi marginale de X. De quelle loi usuelle s’agit-il ?

2- Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X = x. De quelle loi usuelle s’agit-il ?
3- Calculer E(Y? +2X/X = 2)

4- Calculer E(Y).

5- CalculerP(X+Y <8, X <4).

4.10.11 Exercice Soit (X,Y)un couple aléatoire de densité
(e si 0<x<y
frx(6y) = {0 sinon

Déterminer la loi de la variable aléatoire V = X + Y en passant par la loi du couple
(X,X+Y)etlaloide (X,X —Y)

4.10.12 Exercice fxyx,y) =1, (x,y) =[0,1]*

Déterminer la loi de (U, V) = (X% Y?).

4.10.13 Exercice Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité :
_gy . < <
fy)=fke™ st 0sxsy
0 sinon

1- Déterminer la valeur de la constante k.
2- Déterminer les lois marginales de X et Y. ces deux variables sont-elles indépendantes ?
3- CalculerP(X <1,Y<1etP(X<1/Y £ 1).
4- Calculer la densité de probabilité du vecteur (X,Y — X) et montrer que X et

Y — X sont indépendantes.
4.11 Solution des exercices

Solution de I’exercice 4.10.1
x| Y 2 2
) ) _\/_8nexP( x1-2%%7)

= f(x) = =
f(x) fy/sz()’) %exp _%(nyZ)

fY/sz(y) =




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

1
— Ee_lxl
1
f(x)=§e_|x| , x €R
2¢éme Méthode
1
£ = [ Fenyydy = %e-'x' [ e ay
On a
ffy/x=x(3’) dy =1

alors

teo q.,,
o x

C’est pourquoi

| x| 122 |x| 2
xX) = x,y)d =—e""|fe XV dy = ——e ¥l
£60 = [ Fouydy — y= gl 12
D’ou
1
f(x)=§€_|x| ) x €R

%ex ,x<0
a) F(x) =17 ~
5 X x>0

b) E(X) = [xf(x)dx =0 (f is a pair function)

E(X?) = Zfoooxz—ze‘x = 2 we deduce that V(X) = 2

Solution de I’exercice 4.10.2

X
fxy) = {k; » (xy) €[0,1] x[1,e€]

0, sinon
- kfy [ Zdxdy =1 k=2
z.§ , (xy)€[01]x[1,e]

, sinon

2- f(x,y)={

PX=1Y<2)=0




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

P(X>— Y>2 f f —dxdy——(l Ln2) = 0.23
1/2
Ou bien en utilisant F(x,y)

P(X>% ,Y>2)=1—P<<XS%) U(YSZ))

=1- (FX @) + Fy(2) — Fyy G 2))

=1 (1 L2+1L 2)-023
= g In2+7In2)=0.

Sachant que :

si x<Oouy<1
si 0<x<1l,y>e
Fyy(x,y) = 2Ln(y) si 0<x<ll<y<e
| Ln(y) si x>11<y<e
k Si , x>1,y>e
0, x<0 0, y<0
F(x)z{xz, 0<x<1 F(y):{Lny, 1<y<e
1, x=>1 1, y=e

4

1 1 1 1 1 1
P(ZSXSE ,1SYS2)=F(—,2)—F(— 2>—F(—,1>+F<—,1>=0.17—0.04

=0.13
Solution de I’exercice 4.10.3

k=1.

1
- ) =[G+ydx=5+y , —1<y<1

2- fX/Yy(x)—%,ngﬁl
2
1 1/2 1/2 x+0
3- P(X<E/Y=0> f/fX/y O(x)dx—f/ }:o x = [x?],

2

1 ¥ %3 1
EQR2X/Y =0)=2E(X/Y =0) = ZJ x*de = 4[—]
0 — 3 0
2
Solution de I’exercice 4.10.4

Notez que la probabilit¢é de calculer P(Y <X/X =1/3) est
P(Y < 1/3/X = 1/3).

Pour calculer la probabilité ultérieure, nous devons d'abord calculer

3

identique a




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

1 1
fY/X=3(y) = 1 = 1_l 1 = 1_124
5(3) I 3f(zy)dy [ 35
2
fr/x=3(y) = OSyS§
C'est pourquoi
1/3

P(Y <1/3/X =1/3) = [} fy/xes)dy = [, 2y dy =2

Solution de I’exercice 4.10.5

f(X)=% 0<x<?2

0 sinon
1
fY/X:x(y) = P x<y<2x

1- f(xy)—f(y/x)f(x)—— 0<x<2etx<y<2x
2- P(Y<1)—ff—dd —fo| =2Ln2 = 0.346

2

3- E() =E(E(Y/x) =E(Z)=2Ew) =2

Parce que X est uniforme entre 0 and 2.

Solution de I’exercice 4.10.6

1- Onpeutécrire f(x,y) =f(x) * f(y)
Ou f(x)=2e"%, x>0 and f(y)=2e%,y=>0

Ainsi, X et Y sont indépendants
2.

EY/X >2)= ]ny/X>2 )dy

fy faydx [, f&) « f)dx
I, fdx 7 f(odx

fr/xs2 (V) = =f)

oo

1
BO/X>2) = [ oy =B =3
0

Noter que :




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

[} fx,y)dy
I fdy

b
Pla<Y<b/X=x) =f f(Y/X =x)dy

P(X/a<Y<b)=

et

[? fx, y)dx
[? fx)dx

b
Pla<X<b/Y=y) =f f(X/Y = y)dx

P(Y/a<X<Db)=

2%me Méthode : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :

E(X/Y) = E(X)

Since X and Y are independent, we have
E(Y/X >2) =E(Y), note that Y ~ Exp(3), thus E(Y) = 1/3
3- We have

P(X>Y)=f

j 6e~ X3V dxdy
0 Yy

=f 3e7> dy
0

3
5

Solution de I’exercice 4.10.7:

Cela n'est pas difficile sur le plan conceptuel, mais les calculs sont longs, nous avons

1 2x8 4_

E(X) = —yx%dydx = =
(X) fofx zyxidydx = ¢

1 2x8 56

E(Y) = —xy?dydx = —
() fofx 3 Xy dydx = 7=

1 2x8 28
E(X.Y)zfj —x*y?dydx = —
)3 27

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y) = 0.04

Solution de I’exercice 4.10.8




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

E(X/Y) = j *fiepr (0)dx

flx) = f_idy = 2X

fx)=2x, 0<x<1

( 1
j dx —1<y<o0
-y

fO) =4 .1
fdx 0<y<i1
\Jy

_(1+y —-1<y<o0
FM=1-y o<y<1

f)=1-yl, —1<y<1

Conditional distribution

[d =




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

1 ! 1-
—f xdxz—y
-y

1+y
EC/0) = [ xfupde=10 7
—f xdx =———
kl_y 1 2
1_
Ty’ -1<y<0
EX/V) =11,
_, o0<y<1
2
Hence
foy) 1
fY/X(y): Fx0) =§ ,—x<y<x

21X

1 r* 1 y
—-X

—-X

E(Y/X) =0, 0<x<1

Solution de ’exercice 4.10.9

—e X _ by —(x+by) ;i > >
F(X,y)={1 e e te si _x_Oety_O avechb > 0
0 sinon

1- b=1
Fx,y)=1—e*—e™¥ + e +¥)
P(X=Dn(r<2)=0
P(X<2)n(Y<2))=FQ22)=1-2e2+e™*
PX<1) =F()= y[jmo F(1,y) =yli)i£rc1>01 —el4e Ve ) =1 ¢t
2- Fy(x) = y[jmoF(x,y) =1—-e*; x>0
Fr(y)= Lim F(x,y)=1-e7; y20

On constate que : F(x,y)=F(x)*F(y), on conclut que
X et Y sont indépendantes.

On considére pour la suite : b = 2

3- Flx,y) =1—e* —e 2 + ¢~ (x+2)




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

0°F 0
dydx 0y
x=0ety=0

[e™* —e Ve ™¥] = —e¥[-2e7%Y] = 2e " Pe™*

fl,y) =

X~Exp(l) et Y~Exp(2), X1Y

4 fox) =L~y =2e; y=0

fx)
1,1 1,1 _ _ _ 2 _ 1
5 PX<Y<D=[ [ flxydydx=[ [ 2e7?e *dydx=—e?+Ze>+3
6- LaloiZ =-

Fz(Z)=P(ZSZ)=P(%SZ>=p(y21):1_Fy(§)

z
1 1 2 2
f2(2) =Z_2fy(z> =Z_2€ z ;3 z>0
Solution de I’exercice 4.10.10
f(x,y)=%e‘2x, x>0, 0<y<x

1- f(x)=2e"%* ,x>0 alors: X ~ Exp(2)
2- fY/X(y) =§» 0<y<sx

3
4

E(Y2+2X/X=2)=E(Y2+4/X=2)=E(Y2/X=2)+4=§+4=§

1

E() =E(E(Y/X)=E(3)=1E@) =1

5- P(X+Y <8, X<4) =f04f(ff(x,y)dydx= 1—e"8

P(X+Y=8 . X=4P(X+Y=8 , X=4)




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

Solution de ’exercice 4.10.11

1- Onpose:U=X,V=X+Y

S U=X L (X=U
‘p'{V=X+Y < 9 _{YzV—U
1 0

il S

fuv @, v) = f(X,y) (o7 (u,v)). |]<p‘1|

=f(X,y)(u,v—u) =e W o<u<v-—u

LaloideV=X+Y:
+ 00
fo ) = f fow(u,v)du

v

2
—f e~ Wy = e V[e¥]
0

onNI]

v
frv)y=e2—-e7, v>0

2- Onpose:U =X, V=X-Y
o U=X 1_(X=U
(p'{v= — e 9 _{Y=U—V

Y
=i 5=

X

fur @) = fan (@™ W, v)). ] 1|

= fupn@u—v)=e "  0<u<u-v

Ue? u>0etv<o0

)

fU,V(ul 17) =e

Les lois marginales de U et V
0

o =es [ eravmes >0

— 00
co

fv(v)=e”f e ¥du=eV, v<O0
0

On remarque que U et V sont indépendantes.

Solution de ’exercice 4.10.12

Onpose :U = X%, V =Y?

U=X? 4 _[(X=+U
q):{ 0, e (plz{
V=Y Y =V

=e v (e% - 1) =e 2




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

P A A
ot = 0 1 4V
24V
fuyW,v) = fixy (7' (w,v)). |](p_1|
~ feen(VET) g =
—1 ! 0 1 0 1
—Z\/ﬁ , <u< et 0<v<
1 11 1 1
fu(u)=j; fU,V(U,U)dU—f Z\/ﬁdv_zh/—f —dv_m
1 1
fU(u) = m , € [0,1] et fV(v) = m ’ vE [0'1]

On en déduit que U et V sont indépendantes.

Solution de ’exercice 4.10.13

1-
fl,y)=ke™® , 0<x<y

+00 y
kf f eyczxdy—u:»kf HYdyf dx =1
0

r')
kJ ye
0 92
+00

+00 1
fr(x) = HZJ e~dy = 6? [—Ee-f)y] =0e7% , x>0
X

X

X ~ Exp(0) =y(1,0)

=1 k=06

y
fr(y) = BZe_eyJ dx = 6%*ye™% ,y >0
0

Y ~y(2,0)
X et Y ne sont pas indépendantes
3-

1 ry 1

P(XSl,YS1)=f f Hze_gydxdy=f 0%ye % dy=1—e% —ge"
0 Jo 0

PX<1LY<1)

P(Y<1)

P(X<1/Y <1).=




Chapitre 4 : Couples de variables aléatoires continues

Car:

1

P(Y<1) =f fy)dy = HZJ ye ®dy=P(X<1,Y<1)
0 0

4-
laloide (X,Y —X):
1- U=X,V=Y-X

@: {V )_( e @l=

N <
~

Gvio

1 0
](p‘l = |1 1| =1
fuv @, v) = f(X,y)((/)_l(u, v)). |]<p‘1|

X

fur@Wv) = farnwv+u) =60%°0 | 0<u<v+u

fur(w,v) =0%%e % | u>0etv=>0
fuw)=0e %%, u>0
fr(v) =0e % |, v>0

donc: U etV sont indépendantes




Bibliographie

Bibliographie

[1] A. Perrut, Cours de probabilités et statistiques, Université Claude Bernard Lyon 1, 2010.
[2] A Tortrat, Calcul de Probabilités, Masson-Paris 1963.

[3] Bruno Saussereau, Cours de théorie des probabilités avec exercices corrigés et devoirs,
Année universitaire 2013-2014.

[4] C. Fiszka, Cours d’introduction aux probabilités, Université Paris VI, 2013.

[5] CUAZ. M, Cours et exercices de mathématiques, Probabilités, http://mathscyr.free.fr.

[6] D. Daccuna Castelle, M. Duo, Probabilités et Statistiques, Problemes a temps fixe,
Masson-Paris 1982.

[7] DUSART. Pierre, Cours de Probabilités, France, 2013.

[8] Fabrice Rossi & Fabrice Le Lec, Exercices corrigés de probabilités et statistique, Université
Paris Panthéon-Sorbonne, 2012.

[9] Jean-Francois Delmas, Introduction au calcul des probabilités et a la statistique,

Les Presses de ’ENSTA, Paris, ISBN 978-2-7225-0922-1, 2010.

[10] Jean-Jacques Ruch et Marie-Line Chabanol, Rappels de probabilités, Préparation a
I’agrégation Bordeaux 1, 2012 - 2013.

[11] Kaci Redjal, Cours de probabilités, L’office des publications universitaires, Algérie1988.
[12] Murray R. Spiegel, Probabilités et Statistique, Cours et problémes, ISBN : 2-7042-1030-
Paris 6 ,1981.

[13] Nils Berglund, Probabilités et Statistiques, Université d’Orléans, Version de Mars

2010.

[14] Olivier Arrigoni .,Analyse et probabilités - Licence 2e année - Cours et travaux dirigés de
mathématiques”. 2024




